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Oppgave 1 Ligningen kan skrives

4lnz —3lnx =1

Inz=1
r=c¢e' =e.
Oppgave 2 For & besvare spgrsmalet, vil vi finne

V25 +t2—54 et
L = lim P(t) = lim i e

t—o0 t—o0 12

som er et (0o/o00)-uttrykk.

Det kan veere fristende & bruke L’Ho6pitals regel, men man ser fort at dette ikke fungerer sa
bra for dette uttrykket.

Ser vi naermere pa uttrykket, er det klart at /25 + t2 — oo, slik at konstanten 5 og eksponen-
sialleddet e~! som gar mot null, ikke vil f4 noen betydning for grenseverdien. Derfor er

. V25 +t2 . 54t V25 +t2 V25412
L=lim —+lim —=lim ——+0=lim —.
t—o0 2 t—o0 2 t—00 t2 t—o0 t2

Faktisk, ser vi pa telleren, er det klart at t> — oo, sa konstanten 25 vil heller ikke fa noen
betydning for grenseverdien. Altsa er

Alternativt: Ved L’Hopitals regel er

1
- .9
V25412 V 2 1
Lzlimlzlim2 2541 = lim ————= =10
t—o00 t2 t—o0 ot t—00 2v/25 + 12
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Oppgave 3 Lgsningsalternativ 1: For a se for hvilke z
322 + 144 > 6ex,
ser vi forst for hvilke x vi har likhet; det vil si, for hvilke x
32% + 1 +4c* = 6cx altsd 3% — 6cr + 1+ 4c¢* = 0.
Dette er en andregradsligning i x med lgsninger

6t /36c2 —4-3(14+4¢%)  6c+/36c2 — 12 —48c2  6c+ v/ —12 — 1202
B 6 B 6 B 6 '
Siden det som star under rottegnet alltid er negativt, har denne ligningen ingen reelle lgsninger.

Siden f(x) = 3x®—6cx+1+4c? er en kontinuerlig funksjon av z, fglger det av skjeeringssetningen
at f(x) enten er positiv for alle reelle z eller negativ for alle reelle x.

T

For x = 0, er f(0) = 1+4c¢* > 0. Altsa er f(z) > 0 for alle reelle z. Det vil si, ulikheten holder
for alle reelle .

Lgsningsalternativ 2: Som over, vil vi vise at f(z) = 322 — 6cz + 1 + 4¢* > 0 for alle reelle
x. Vi har:

20\ 2 20\ 2
f(x):3(x2—2cx)+1+4c2:3<x2—20x+(?C)>_3.(§) 1442

=3z —¢c) -3 +1+4 =3(x —c)* +1+¢

der (x —¢)? > 0 0og 1+ ¢ > 0 for alle reelle z. Altsé er f(z) > 0 for alle reelle z.

Oppgave 4 Grafen til T'(t) ma veere avtakende, og brattest i starten der temperatur-
forskjellen er stgrst. Altsa noe ala den fgrste grafen under.
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Den andre grafen viser hvordan 77(t) varierer. (Det er klart at 7"(t) < 0 siden 7'(¢) er en
avtakende funksjon. Det er ogsa klart at |77(t)| er storst for sma ¢, siden grafen til T'(t) er
brattest for sma ¢.)

Oppgave 5

En slik sirkulser kjegle med radius r og hgyde h har volum V = %m"zh. Tanken har derfor
volum V = 73?2 - 4 = 127 m® = 120007 liter. Tiden det tar & fylle tanken er derfor

12000
=10 n sekunder = 12007 sekunder = 207 minutter.
Det er klart at vannhgyden stiger raskest til & begynne med, der tanken er smalest, og at

vannhgyden stiger saktere og saktere etterhvert.

Vi lar t = 0 idet vi starter & fylle tanken, der ¢ er malt i sekunder, og lar h = h(t) veere
vannhgyden ved tidspunkt ¢ under fyllingen, der A er malt i dm. Ved hgyde h har vannspeilet
en radius 7 = 3h/4 malt i dm, slik at vannvolumet er

Vi VET at V'(t) = 10 liter/sekund. Vi sgker h'(t) akkurat idet h = 20 dm. Vi deriverer derfor
uttrykket for V'(¢) med hensyn pa t:

V() = ?{—g SR (1)

som gir sammenhengen (koblingen) mellom V'(t) og h'(t). Nar h(t) = 20 og V'(t) = 10, er

16 V(1) 160 2 dm

W) = — - - - .
®) 3 3h(t)2  9m-400 457 sekund

Konklusjon: Akkurat idet h = 20 dm = 2 m, stiger vannhgyden med (2/457) dm/sekund.

Oppgave 6

Lgsningalternativ 1: Vi vet at eksponensialfunksjonen f(z) = C'e** har den egenskapen at
fz+1) = Ceklet) = Oekatk — Ceke . ok = f(1)ek.

Ifelge oppgaven er
1 7
P(t+1)=P(t)+ P(t) — 1 P(t) = 1 P(t).
k_

Vi kan derfor bruke en funksjon pa formen P(t) = Cek* der e* = 7/4. Det vil si,

Pt) = Ceft = C(e) = C G)t
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Siden P(0) = Ce® = C' = 100000, betyr det at vért forslag til funksjon er

7 t
P(t) = 100000 (Z) .
(Eventuelt: e = 7/4 gir at k = In(7/4) og P(t) = 100 000e!™(7/4) )

Pa grunn av den nevnte egenskapen ved eksponensialfunksjonen, er dette funksjonsuttrykket
uavhengig av for hvilke t-verdier arsskiftene skjer.

Lgsningsalternativ 2: Vi tenker oss at bestanden gker fra P(t) til P(t)+P(t)—1P(t) = LP(t)

med jevn hastighet gjennom aret for t = 0,1,2,.... Det vil si,
P(0)-7-t=100000-%-t for 0<t<1,
P(ty=<{ P(1)-T-1=100000 ()"t for 1<t <2,
P(2)-T-t=100000(1)*t for 2<t<3, oswv.

Dette funksjonsuttrykket er avhengig av at aret starter akkurat ved t =0,¢t=1,t =2 o.s.v.

Det finnes naturligvis flere mulig lgsninger, men disse to er kanskje de to mest naturlige.

Oppgave 7

a) For & finne arealet A av R, trenger vi en figur som viser hvordan R i hovedsak ser ut:

0.5+

Vi ma velge om vi skal dele R i horisontale eller vertikale striper.

Valg 1: Horisontale striper.
e Vi styrer hvilken stripe vi ser pa med y.

e Bredden pa stripen ved y er Ay.

e Lengden pa stripen ved y er (xhgz)yre — Zvenstre) der Tyenstre = 0 0g Thgyre T gitt
ved at y = arcsin(z/3), det vil si /3 = siny, og derved x = 3siny.

e For & fa med alle stripene, ma y ga fra y = 0 til y = 7/2.
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Dette gir
w/2

71‘/2 71./2
A= / (xh(z)yre — Tvenstre)dY = (3siny — 0)dy = 3/ sin y dy
y=0 0 0

- 3[ - cosy];r/Q = 3(—0— (—1)) = 3.

Valg 2: Vertikale striper.
e Vi styrer hvilken stripe vi ser pa med z.

Bredden pé stripen ved = er Ax.

Hgyden pa stripen er (Yoppe — Ynede) d€r Yoppe = /2 08 Ypede = arcsin(x/3)

For a fa med alle stripene, ma x ga fra x = 0 til x = 3.

Dette gir
3 3
s . T
A= / (yoppe - ynede)dx = / (5 — arcsin g) dx
=0 0
som er et adskillig verre integral a beregne. Men har man en god tabell, kommer man i
mal ogsa her:

A= [% — ($arcsin§ + M)]

33 3
- 7”—3 arcsin 1—v/0—0+0+/9 = 7”—3-%3 = 3.
0

b) Ombkretsen til R bestar av
e y-intervallet fra 0 til 7/2 som har lengde L, = /2,

e linjestykket y = 7/2 fra z = 0 til x = 3 som har lengde Ly = 3, og

e kurven y = arcsinz for 0 < x < 3 som er akkurat det samme som kurven x = 3siny
for 0 <y < 7/2 som har lengde

y=m/2 y=m/2 2 /2
L3:/ \/de—i—dyZ:/ U(Z—x) +1:/ V' (y)?+ 1dy
y=0 y=0 Yy 0

der x(y) = 3siny og derfor 2'(y) = —3siny. Derfor er

71'/2 7r/2 7[./2
LSZ/ \/1+(—3COSy)2dy=/ \/1+9C082ydy:/ V14 9cos?tdt
y:O y:O t=0

der den siste overgangen fglger fordi navnet pa integrasjonsvariabelen er uten be-
tydning i et bestemt integral.

Derved er L = Ly + Ly + L3 som gir resultatet.

Vi bruker trapesmetoden med 3 delintervaller til & bestemme en tilnsgermet verdi for Ls,
og derved for L.

e Vi deler intervallet [0, 7] i tre like lange delintervaller. Delestrekene havner da i

punktene z = /6 og x = /3.
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e Lengden av hvert delintervall er 7 /6.

e Ved trapesmetoden er derved

S T )
der f(z) = v/1 + 9cos? z. Det vil si,

3 1
ngf—Q<\/1+9+2\/1+9-Z+2\/1+9~Z+\/1+0>
s 31 13
= D (VI0+2/= +2¢/ =+ 1) ~ 34913
12( 0+2/ 7+ 4+> ,

L~3t g 13,4913 ~ 8.0620.

slik at



