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11.1.1] Skriv systemet
dx1
W - ZX1 + 3x2
dXQ
ar —4x1 + x3
pad matriseform.
Lesning: Dersom dx/dt = [dx1/dt dx;/dt|,sé er
dl o 2 3 X1
dt N —4 1 X2
U

11.1.7 | Betrakt systemet

dx1

ﬁ:x1+3x2
d
% = —x1 + 2x2

Bestem retningsvektorene som tilordnes punktene (1,0), (0,1), (—1,1), (0,—1),
(=3,1),(0,0), 0g (—2,1), og tegn disse i x; — xp-planet.

Lesning: For (1,0) far vi

dX1

— =143-0=

ar

de

P2 142.0=-1
it +

altsd vektoren [1 —1]". Tilsvarende, for (0,1) far vi

dx1

— =04+3-1=3
ar T

dX2

— =-04+2-1=2
it +
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altsa vektoren [3 2] " Og sa videre (se fasit for resten av vektorene og tegning). O

11.1.9| Pa figur 11.18-11.21 (i leereboka) er det tegnet noen vektorfelt. Hvert av feltene
korresponderer til et system av differensialligninger pa formen

dx _
ar

der A er en av folgende 2 x 2-matriser:

N TN T I T

Bestem hvilket system som svarer til hvilken figur.

Ax

~—

o]

Losning: Det er naturligvis mange mater a lose denne oppgaven pa, og felgende er
derfor bare en enkelt mulighet.

Det er ikke vanskelig a se at system c) svarer til figur 11.19. Siden matrisen er identitets-
matrisen, vil vektoren i et gitt punkt P = (x,y) simpelthen bli vektoren OP, alts& [x v "
Pilene skal altsa peke i samme retning som vektoren fra origo til det gitte punktet (og
ogsa ha samme lengde, men det er ikke illustrert pa figuren).

Videre svarer system d) til figur 11.18, noe som kan sees ved & betrakte den vertikale
linjen x; = 0. Langs den blir altsd dx;/dt = —x; og dxo/dt = x; = 0, s& vektoren blir
horisontal og vil peke mot hoyre (positiv xi-retning) for x, < 0 og mot venstre (negativ
x1-retning) for x, > 0. Det er nettopp det vi ser pa figur 11.18 (og ingen andre steder).

System a) svarer til figur 11.21 - se igjen pa linjen x; = 0. Da blir dx/dt = [O xz] /, altsa
en vektor som er vertikal (peker opp for x, > 0 og nedover for x, < 0). Vi ser denne

oppferselen bdde pa figur 11.21 og 11.19, men 11.19 har vi som kjent allerede klassifisert.

Det eneste gjenveerende systemet er b), som dermed ma svare til figur 11.20. O

11.1.11 | Retningsfeltet (vektorfeltet) til systemet

d

%:2x1+3x2
@——x + X
T 2

er tegnet pa figur 11.23. Skisser losninskurven som gar gjennom punktet (2, —1).

Losning: Se fasit. O
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11.1.13 | Finn den generelle losningen til systemet

AR

2 5 3| |x2(f)
og skisser linjene utspent av egenvektorene. Tegn en pil pd hver linje i retningen
som en lesningskurve ville fortsette, dersom den starter pa en av egenvektorene.

Losning: For 4 spare arbeid, bruker vi formelen
det(A —AI) =A% —AtrA+detA

fra avsnitt 9.2 (formel 9.20). For den oppgitte matrisen A har vitr A = 4 og det A = —12,
altsd ma hver egenverdi A oppfylle A2 —4A — 12 =0

_4+V16+4-12  4+8
- . -

A 2

altsa A € {6, —2}.

For A = 6 far vi

o[ 3]

5 -3

Forste rad er altsd (—1) ganger andre rad, og vi star igjen med en enkelt ligning for
komponentene 11, u; i en tilherende egenvektor, nemlig 517 — 3u; = 0. Vi har dermed at

u— IZ51 . 3
o Uy - 5
er en egenvektor tilhorende A = 6.
For A = —2, far vi

5 5

og systemet er ekvivalent med et system bestdende av en enkelt ligning, nemlig v; + v, =
O, og vi har dermed at
= Lol =)
(%) -1

er en egenvektor tilherende A = —2. Dermed er losningen gitt ved

0 - [EJee ]

Dersom startpunktet x(0) ligger langs egenvektoren u tilherende A = 6, har vi ¢, = 0, og
dermed blir lesningen

o[t

Losningskurven vil dermed ligge langs linjen utspent av vektoren u, og vil ga i retning
vekk fra origo. For den andre egenvektoren, vil losningskurven derimot neerme seg origo,
siden egenverdien er negativ. Se fasit for tegning. O

14. april 2013 Side 3 av 8



Leosningsforslag — Jving 11

11.1.25| Les initialverdiproblemet
ARTREI P
% 1 -2 XZ(t) XZ(t)
med x1(0) = -3 0g x2(0) = 1.
Losning: Siden tr A = 2 og det A = —15, finner vi at

det(A — AI) = A2 —2A —15

som har lesninger gitt ved

N = 2+v4+4-15 2+8
B 2 2
altsi A = 5 eller A = —3. Tilherende egenvektorer finner vi ved & lose systemet (A —

Al)u = 0. For A = 5 finner vi

-1 7
PV A

og systemet kan reduseres til en enkelt ligning u; — 7uy = 0, sa det folger at
U 7
o= )=

o [1 ]

For A = —3 far vi

1 1

og systemet kan igjen reduseres til en enkelt ligning, nemlig v; + v, = 0, altsa er

en egenvektor tilherende A = —3. Den generelle losningen er dermed gitt ved

-]

Vi ser at 0
_x1(0)] 7 1| |7c1+c
=[] =a [ v 4] =[]
Vi skal ha x1(0) = —1 og x2(0) = —2, s& vi ma lose systemet
7c1+c = -1
C1—C = -2

Dette kan gjores akkurat som i avsnitt 9.1, og vi ender opp med c; = —3/8 og co = 13/8.

Dermed blir losningen
e 1B 5|1
x(t) = e [1]+8€ -1
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11.1.28 | Gitt systemet

dxy 1 2] [x(t) x1(t)

dt | = ! =A|! 1
H o 3 [ =4[50 g
a) Vis at matrisen A har kun en (gjentatt) egenverdi, nemlig A = 1.

Losning: Vi har
det(A —AI) =A% —2A +1= (A —1)?

som viser at A = 1 er eneste egenverdi. O

b) Vis at enhver egenvektor er pa formen

gt

ik

der ¢; # 0 er et reelt tall.

Losning: Vi ser at

00

og systemet (A — AI)u = 0 er dermed ekvivalent med ligningen 2u, = 0, som gir
up = 0. Vi har ingen betingelser pa u;, sa enhver egenvektor er pa formen

o) =

e
y() = [§
er en losning av systemet (1) over.
814
gt | =
% 0
1 2] [ef] [1-et+2-0] [é
0 1|0 |0-ef+1-0] |0
som viser at y(t) er en losning av (1). O

d) Vis at t
AR | 0O | te
2(t) = te [0] e [0.5} = [0.5-&]

er en losning av (1).

c) Visat
Losning: Vi ser ved derivasjon at

Videre er

Losning: Derivasjon gir ; t t
z [e + te ]

dt | 0.5¢
og vi har at
1 2] [t ] [te+eé
0 1| [05e| | 0.5¢
som viser at z(t) er en losning av (1). O
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e) Vis at
c1y(t) + coz(t)

er en losning av (1).

Losning: Se side 593 for et bevis. O

11.1.29 | Betrakt systemet

dx
der
2 -1
=5 5]

Egenverdiene er distinkte, reelle og forskjellig fra 0. Analyser stabiliteten til like-
vektspunktet (0,0), og avgjer om (0, 0) er en stabil node (sink), ustabil node (source)
eller et sadelpunkt.

Losning: Vi ser at egenverdiene er A = 2 og A = 3 (diagonalelementene), og origo er
dermed en ustabil node (begge egenverdiene er positive). O

11.1.31 | Betrakt systemet

dx
der
-2 2
=15

Egenverdiene er distinkte, reelle og forskjellig fra 0. Analyser stabiliteten til like-
vektspunktet (0,0), og avgjer om (0,0) er en stabil node (sink), ustabil node (source)
eller et sadelpunkt.

Losning: Vi finner at egenverdiene ma oppfylle
det(A—AI) = A2+ A1 —-6=0

og dermed er

_—1+v1+24 145
B 2 2
altsa A = 2 eller A = —3. Origo er dermed et sadelpunkt. O

A
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11.1.37 | Betrakt systemet

dx
il Ax(t)

-3 -1
=7
Egenverdiene er distinkte, reelle og forskjellig fra 0. Analyser stabiliteten til like-

vektspunktet (0,0), og avgjer om (0, 0) er en stabil node (sink), ustabil node (source)
eller et sadelpunkt.

der

Losning: Vi har
det(A — AI) = A2 491 +19

og egenverdiene oppfyller dermed

N 9tV -4-19 —9++/5
N 2 B 2
Her blir begge egenverdiene negative, og origo er dermed en stabil node. O

11.1.45 | Betrakt systemet

der
-2 4
o5
Egenverdiene er komplekse (og hverandres konjugerte). Analyser stabiliteten til

likevektspunktet (0,0), og avgjer om (0,0) er en stabil node (sink), ustabil node
(source) eller et sadelpunkt.

Losning: Vi har
det(A —AI) = A2 +4A 416

og egenverdiene oppfyller dermed
 —44+/16-4-16 —4+i-4V3
B 2 B 2

(16 —4-16 = —3-16 = —3-42,s4 v/—3-16 = i\/3-16 = i\/3-42 = i - 41/3). Realdelene
til egenverdiene er dermed negativ, og origo er dermed en stabil spiral. O

A

11.1.67| Felgende system har to distinkte egenverdier, men en av dem er lik 0:

dx [411 ﬂ "

yrie
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a) Finn begge egenverdiene til A og de tilherende egenvektorene.
Losning: Vi har
det(A — AI) = A% — 61 = A(A — 6)

sd egenverdiene blir A = 0 og A = 6.

For A = 0 far vi
4 8
Y

Her er forste rad lik 4 ganger andre rad, og systemet kan reduseres til u; + 2uy = 0,

altsé er
u— uq . 2
o Uy |

en egenvektor tilherende egenverdien A = 0. For A = 6 finner vi

-2 8
aon- 28]

og igjen er forste rad et multippel av andre rad. Systemet (A — 61)v = 0 reduseres
dermed til ligningen v; — 4v, = 0, altsa er

v 4
=2 =[]
en egenvektor tilhgrende A = 6. O
b) Bruk den generelle losningen (11.26 i boka) til & finne x; () og x2(t).
Losning: Vi har
x(t) = c1e® [ﬂ + 2" [ EJ = [ﬁiﬁtiﬂ = [28}
]

¢) Systemets tilhorende vektorfelt er tegnet pa figur 11.31 (i leereboka). Skisser
linjene utspent av egenvektorene. Regn ut dx,/dx; og konkluder at alle ret-
ningsvektorene er parallelle med linjen utspent av egenvektoren som svarer
til egenverdien som er # 0. Beskriv med ord oppferselen til losninger som
starter i forskjellige punkter.

Leosning: Vi har

d
—;tl = 24c¢q16%
d
—;2 = 6c16%

og
dx,  6cqe® 6 1

dx; ~ 24cieft T 24 T 4

som er nettopp stigningstallet til vektoren [4 1] " Siden egenverdien som er # 0
er positiv, er alle likevektspunkter ustabile, og losninger som starter utenfor linjen

utspent av vektoren [ E J (der alle likevektspunktene ligger) vil forsvinne vekk

fra den (mens losninger som starter i et likevektspunkt blir veerende der for alltid).
Se fasit for tegning. O
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