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Skriv ned delbrekoppspaltingen til funksjonen

2x -3
f(x):m

Losning: Nevneren har to distinkte ferstegradsfaktorer, og delbrekoppspaltingen vil

dermed ha folgende form:
2x —3 A B

x(x+1) ;+x+l

Det folger at
2x—3=A(x+1)+Bx=(A+B)x+ A

slik at konstantene A og B ma oppfylle A + B =2 og A = —3. Dermed blir B = 5, sa
2x—3 -3 5

x(x+1) 7+x+1

Tillegg | Skriv ned delbrekoppspaltingen til uttrykket

X
x2+4x+4

Losning: Vi ser at nevneren kan faktoriseres ytterligere (enten direkte eller ved bruk av
formelen for lesning av andregradsligninger), nemlig

x o x
x24+4x+4  (x+2)2

og vi har dermed en delbregkoppspalting pa formen
x A B

(x +2)2 x—i—Z+ (x+2)2

og det folger at
x=A(x+2)+B=Ax+2A+B.
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Dermeder A =10g2A + B =0,sd B= —2, sd vi kan skrive
X 1 2

(x+2)?2  x+2 (x+2)?

7.3.13 | Bruk delbrekoppspalting til 4 regne ut integralet
/ dx
x(x —2)

Losning: Integranden bestédr av to distinkte forstegradsfaktorer, og vi vil dermed ha en
delbrekoppspalting pa formen

Det folger at
1=A(x—2)+Bx=(A+B)x—2A

slikat A+ B =00g —2A = 1. Altsder A = —1/2 og B = 1/2, og vi kan skrive

1 -1 1

x(x —2) _§+2(x—2)

Dermed blir integralet

/ d«  —1 dx+1/ dx _—ln\x]+ln]x—2]+c
x(x—2) 2 x  2) x-2 2
U
7.3.23| Dann et fullstendig kvadrat i nevneren og regn ut integralet
/ dx
x2—2x+2
Losning: Vi skal altsd skrive x> — 2x +2 = (x +a)? + b for passende verdier av a og b.
La oss forst merke oss at (x + a)? = x2 + 2ax + a?, slik at —2 = 2a eller a = —1. Siden

a2 =1,s4amab = 1. Det betyr at x2—2x+2= (x — 1)2 + 1, og dermed blir

/ dx _/ dx
x2-2x+2 ) (x—1)2+1
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For & hdndtere integralet pd hoyresiden, bruker vi substitusjonen u = x — 1, som gir
du = dx og dermed at

/(x_clb)cz_H :/uzd—tl —tan 'u+C=tan (x —1)+C
O
Regn ut integralet
/ 2x —1 dx
(x+4)(x+1)
Losning: Vi bruker (nok en gang) delbrekoppspalting pa integranden; vi har
2x —1 A B
(x+4)(x+1) T x+4 + x+1
og vi ender opp med at
2x—1=A(x+1)+B(x+4)=(A+B)x+A+4B
slikat A+B =2o0g A+4B = —1. Det gir A =2 — B og dermed
A+4B=(2-B)+4B=2+3B=—1,
eller 3B = —3 = B = —1.Daer A = 2 — B = 3, og integralet kan skrives
/(chi)le_kl)dx:3/x(f4 _/xc}:cl =3In|x+4|—-In|x+1|+C
O

7.3.45| Regn ut integralet
/ dx
(x+1)2x

Losning: Igjen bruker vi delbrekoppspalting; nevneren til integranden bestar her av
faktorene x + 1 og x, der x + 1 inngar to ganger. Vi far dermed en delbrekoppspalting pa

formen
1 A B C

(x+1)2x bl (x+1)2+§

og det folger at

1=Ax(x+1)+Bx+C(x+1)*> = Ax*> + Ax + Bx + C(x* +2x + 1)
=(A+C)x* +(A+B+20)x+C
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somgirC=1A+C=0,altsd A= —-10g A+ B+2C = 0som gir oss B = —1. Dermed
splittes integralet opp i

/(xfji)zx:_/xcfl_./ (xix1)2+/c§c

Det midterste integralet regnes ut ved substitusjonen u = x 4 1 og potensregelen for

integrasjon:
dx du 1 1
-/ GFi? S i S Rl B
Det gir:
dx 1 x 1
=—1 1|4+ ——+1 = —
/(x—|—1)2 n|x+ ]+x+1+n|x|+C In x+1’—|—x+1—|—C
O

Los ligningen

dy _ X +sinx

dx ’

der y(0) = 0.
Losning: Ligningen er ekvivalent med at
2
y(x) = /x—l—sinxdx =3 —cosx+C
Vi har at
y(0)=—-1+4+C
sd C = 1. Altsé er lasningen som oppfyller initialverdiproblemet gitt ved
x2
y(x) = > —cosx+1
O

8.1.10| Anta at mengden fosfor i en innsjo ved tid t, P(t), oppfyller ligningen

4P
e VR
a ot

med P(0) = 0. Hvor mye fosfor er det i innsjoen ved tid t = 10?
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Losning: Vi har
Puy:/3r+uﬂ:§ﬂ+t+c

og betingelsen P(0) = 0 gir C = 0. Dermed er

3
P(t) =t +t
() =57+
og vi finner at
300

3
zxm)ziuﬂ+1m:7?+qo:1w

8.1.15| Los det autonome initialverdiproblemet

dh
1 h+1, h(0)
Losning: Separasjon av variabler gir
dh

:/m

og substitusjonen u = 2h + 1 (som gir du = 2dh) gir

2h+1

dh 1 fdu  Inlul _ In2h +1]
ol 2) w2 TCT Tt
og vi har dermed at
1
n|2h+1| _sicC
2
In]2h+1| =2s+C
21 + 1| = e%e*
2h+1 = (£e°)e?
2h = (£e%)e® —1=ke* -1, k#0
ke* —1
="

C

Siden h(0) = (k—1)/2 = 4 folger det fra initialbetingelsen at k = 9. Losningen er dermed

gitt ved
9¢% — 1
h(s) - 2
O
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8.1.21| Anta at en populasjon, hvis sterrelse ved tid ¢, som vi betegner med N(t), opp-
tyller ligningen
dN 1 B
a) Los (1).

Losning: Separasjon av variabler gir

dN 1 1 t
W“N_ﬁ/dt_lofrc
altsa
l_ —t
N 100
B 1
C— 1
Siden 1
:—:1
N(0) C 0

tar vi C = 1/10, og lesningen av initialverdiproblemet blir

1 1 100
N(t) = 1 10—t
10 — 100 100 10—t

0

b) Tegn grafen til N(¢) for 0 < t < 10. Hva skjer nar t — 10? Forklar med ord
hva dette betyr.

Losning: Grafen er tegnet pa figur 1. Vi ser tydelig at

bade fra grafen og uttrykket for N(¢) over, som betyr at populasjonen eksploderer.
O

8.1.29 | Bruk delbrekoppspalting til 4 lose

dy _

dr 2y(3—y)
dery(1) = 5.

Losning: Separasjon av variabler gir

;/y(;zy) :/dx

og vi loser integralet til venstre ved delbrekoppspalting:

1 A B

_|_
yB-y) 'y 3-y
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Figur 1: Lesningen av initialverdiproblemet (1)
og det folger at

1=AB—-y)+By=3A+(B—A)y.
Altsder3A =10g B = A,som gir A = B = 1/3. Det gir
1 dy 1/1 rdy 1 [ dy Injy|-In|3—-y| 1 y
,/ = 7/74_7 = = —In|—~—
2) yB3—-y) 2\3)J vy 3J)3—y 6 6 |3—y

(Det negative fortegnet foran In |3 — y| kommer fra substitusjonen u = 3 — y som gir
du = —dy). Det gir

_Bke™ 3
¥y= 1+ kebx  k—le=6x 41
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For a bestemme verdien av konstanten k, er det enklest & gjore bruk av ligningen

y 6x
_J —k
3—y ¢
fra over. Dersom vi setter inn y(1) = 5 far vi
5 -5
- _ - k 6-1
3-5 2
som gir
-5
k= _—-
2¢6
altsd er )
k—l _ _ =6
ze

og funksjonen kan skrives

B 3 B 3
y(x) 1 — 2pbp—6x 1 — 2p—6(x—1)
O
8.1.47 | Les initialverdiproblemet
d .
Yoy w0 =2
Losning: Separasjon av variabler gir
/ dy / e “dx
y+1
altsd
Injy+1| = /e’xdx =—e *+C
y+1] =
y+1= (%) =ke ", k#0
y=ke ¢ —1
Vi har at .
y(0)=ke® —1=ke ' -1=2
som gir ke~ = 3, altsd k = 3¢. Dermed kan losningen pa initialverdiproblemet skrives
y(x) = —1+3ee ¢ = —-1+3e"
O
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