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Oppgave 1
a) Et plan i rommet har ligning

ax+by+cz+d=0,
dera, b, c ogd er tall. Planet gér gjennom punktet (1,2, 1) og har normalvektor [2, 1, 2} ',
Finn g, b, ¢ og d. Ligger punktet (2,4, —1) i planet?
Losning: Planet har ligningn- (r —rp) = 0, dern = [2, 1, 2}/ er normalvektoren,
r=[x y z ]/ ogro=[1, 2, 1}/. Skrevet ut blir det

2 x—1
n-(rro)lll- y2]2(x1)~|—(y2)+2(21)
2 z—1

=2x4+y+2z2-2-2-2=2x4+y+2z2—-6=0
altsdera=2,b=1,c=2o0gd = —6.Innsettingavx =2,y =4 0gz = —1 gir
2.24442-(-1)—6=44+4—-2-6=0
sa punktet (2,4, —1) ligger i planet. O

La
flxy) = sin(y* — x).
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b) Regn ut gradienten Vf til f. I hvilken retning vokser f raskest i punktet (1,1)?
Losning: Vi har

o _ cos(y? —x) - (—=1) = —cos(y? — x)
ox
0g ;
% = cos(y? — x) -2y = 2y cos(y* — x)
som gir
[ cos( — %)
V= {Zy cos(y* — x)}
Videre har vi ( )
—cos(1—1 -1
VLT = {2-1(:05(1—1)} - [ 2 }
s& f vokser raskest i retningen [~1, 2]"ipunktet (1,1). O

¢) Skriv ned lineariseringen til f i punktet (1,1) og bruk dette til & finne en tilneerming
til £(1.1,0.9).

Lesning: Vi har f(1,1) = sin(1 —1) = sin(0) = 0, fx(1,1) = —1 og f,(1,1) = 2.
Dermed er lineariseringen til f gitt ved

Lixy) = -(x=1)+2(y - 1)

Vi finner en tilneerming til f(1.1,0.9) ved a sette inn x = 1.1 og y = 0.9 i lineariseringen

over:
£(1.1,09) ~ L(1.1,09) = — (1.1 —1) +2(0.9 - 0.1) = —0.3
Eksakt verdi er sin(0.92 — 1.1) ~ —0.28595... .. O
Oppgave 2
a) La
1 0 3 7 0 -3
A=|-21 -6 og B=|2 1 0].
2 0 7 -2 0 1

Beregn produktene AB og BA. Hva forteller svarene deg om A og B?

Losning: Matrisemultiplikasjon gir at AB = [ = BA, noe som forteller oss at A er
invertibel med invers B (og omvendt). U
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b) Los ligningssystemet

X1 + 3X3 = 2
—2x1 + xp — 6x3 = 1
2x1 + 7x3 = -2

Losning: Det enkleste er & gjore bruk av det faktum at koeffisientmatrisen til systemet
er nettopp matrisen A over, og siden vi vet at A er invertibel med invers B far vi at

losningen er gitt ved
2 7 0 =3| (2 20
x=B| 1|=]2 1 0 1| =15
-2 -2 0 1 2 —6

altsa x; = 20, x = 5 0og x3 = —6. Alternativt kan man bruke Gausseliminasjon. ]

Oppgave 3 Finn

/ dx
(x+1)(x—1)
ved hjelp av delbrekoppspalting.

Losning: Nevneren i integranden bestar av distinkte forstegradsfaktorer og kan dermed

skrives
1 A B

GrDG—1) x+1 x—1

Vi setter uttrykket pa felles nevner igjen:

A B _Ax-1)+B(x+1) _(A+Bx+B-A
x+1 x—1  (x+1)(x-1)  (x+1)(x—1)

sombetyrat A+ B=00gB—A=1,altsi A=—-BogB—(—B) =2B=1,altsda B=1/2
og A = —1/2. Vi har altsa

/ dx / / B ln|x+1|+lr1|x—1|_i_C
(x+1)x—1 x+1 x—1 2

x—1
+1'+c
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Oppgave 4 Los initialverdiproblemet

dy

o Y cos(x)

med y(0) = 2.

Losning: Separasjon av variabler gir

/% = /cos(x) dx

In|y| =sin(x) +C
|]/’ _ esin(x)+C C sin(x)

=ee
y = :|:€C€Sin(x) — kesin(x)

eller

der k # 0 er en konstant (k = 0 gir oss ogsd en losning, nemlig den konstante losningen
y(x) = 0 for alle x). Vi har
y(0) = ke™(0) = k¥ =k

sd k = 2. Lesningen av initialverdiproblemet er dermed y(x) — 2eSin(¥), O

Oppgave 5 La
L5
gloy) =3y —xy+x

Finn det globale (absolutte) maksimum og minimum til ¢ pd kvadratet begrenset av linjene
x=0,x=2,y=00gy=2(ltsd0 <x <20g0 <y <2).

Losning: Vi finner forst kritiske punkter; vi har

Vg(xy) = [;zy _+x1 ]

og Vg(x,y) = 0 hvis og bare hvis y = 1 og x = y?> = 1. Dette punktet befinner seg pa
omradet vi skal undersoke.

Vi undersgker sd hva som skjer pa randen av omradet; for x = 0 far vi

fily) =8(0y) = %y3
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f1(y) = y* = 0 hvis og bare hvis y = 0, som gir punktet (0,0) (men dette er et hjorne og ma
undersokes uansett).

For x = 2 far vi ,
foly) =82y) = 3y~ 2y +2

og f5(y) = y? — 2 = 0 hvis og bare hvis y = ++/2. Ethvert punkt med negativ y-koordinat
er utenfor omréadet, s vi star igjen med punktet (2, /2).

For y = 0 far vi
m(x) =g(x0) =x
og hy(x) =1, som aldri er 0.

Til slutt, for y = 2 far vi
23
hy(x) = g(x,2) = E—Zx—l—x:g —Xx

og hj(x) = —1, som igjen aldri er 0.

Vi ma altsa sjekke alle hjornene til kvadratet, samt (1,1) og (2, v/2):

f(0,0) =0
f(2,0):;—)03—2-0+2:2

23
f(0,2)=%5-0-2+0=8/3

3
f(2,2):2§—2-2+2:8/3—2:2/3

3
f(l,l):%—1-1+1:1/3

3
f(2,\/§):@—2ﬁ+2:%§—2\/§+2:—%§+2

Det betyr at ¢’s globale maksimum er i (0,2), mens det globale minimum eri (0,0). O

Oppgave 6 La

N
I

a -5
4 —6|’

der a er en konstant.
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a) Anta ata = 3. Finn egenverdiene til A samt tilherende egenvektorer. Los initialverdi-

problemet
dx1 /dt —A X1 (i’)
de /dt o XZ(t)

med x1(0) =1 0g x2(0) = 0.

Lesning: Dersom a = 3, har vi

3 -5

=i
ogviserattrA = —3o0gdetA=—-18—-4-(-5)=2,sa
det(A —AI) = A2+ 31 +2

som har rotter

—3++32—-4.2 -3+1
A= 2 =—  ~ {21}
Egenvektorene finner vi ved a lose systemet (A — AI)u = 0. For A = —2 har vi
5 -5
.

og det resulterende ligningssystemet kan reduseres til 11 —u, = 0,54 [ 1, 1}/ er en
egenvektor tilherende A = —2. For A = —1 far vi

»

A=Al = [4 .

og det resulterende ligningssystemet kan reduseres til 417 — 51, = 0, s [5, 4}/ er en
egenvektor tilhgrende A = —1.

Generell losning for systemet av differensialligninger er dermed

| e [ ree [}

Det folger at

x1(0) | _ [ 5c1+c2

x2(0) 4c1 4+ ¢
Betingelsen x,(0) = 0 gir —4c; = ¢y, som innsatt i ferste ligning gir 5¢1 + (—4c1) =
c1 = 1 ogcy = —4, altsa er losningen p4 initialverdiproblemet gitt ved

)= 13 e )
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b) Antanaata < 0. Er likevektspunktet i origo stabilt eller ustabilt? (Hint: dersom Ay, A,
er egenverdiene til A, er AjA; = det(A) og A1 + Ay = tr(A)).

Losning: VihartrA = a—-6 < 0og detA = —6a +20 > 0. Forstnevnte forteller
oss at egenverdiene alltid har samme fortegn (eller at realdelen til egenverdiene har
samme fortegn, noe som alltid er tilfellet), og sistnevnte forteller oss at egenverdiene
er negative (eller at de har negativ realdel). Det betyr at likevektspunktet i origo alltid
er stabilt. O]



