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1 Litt om komplekse tall

Vi begynner med & minne om formelen for & finne rottene til et andregrad-
spolynom: ligningen A? + aA + b = 0 har lesninger

—a++a2—4b

A= >

Dette gir et reelt tall hvis og bare hvis a> — 4b > 0; det finnes f.eks ikke noe reelt
tall som oppfyller A2 4+1 =0, siden A2 > 0 for alle reelle A. Men det utelukker
ikke at det kan finnes andre tallsystemer der slike polynomer har retter. La oss
innfore i = \/—1 (som ikke er et reelt tall) - dette kalles den imaginzere enheten,
og et tall pa formen ai kalles et imaginart tall. Dersom a? — 4b < 0 kan vi skrive

_ 2 _ _ 42
A at+va 4b:—a:t\/—71\/4b a
2 2 2
—a . \V4b—a?
e

Vi har brukt at v/—a = /(=1)-a = /—1/a. Her blir v/4b — a2 reelt siden
4b — a® > 0, og vi har dermed & gjore med tall pa formen z = a + ib, der a,b
er reelle tall. Dette kalles et komplekst tall, fordi det er sammensatt av to deler,
realdelen a =: Re(z) og imagineerdelen b =: Imz. To komplekse tall a + bi og

¢ + di adderes pa samme méte som vektorene [ b] og [c d]’. Fekser
243)+(1+i)=24+1)+B+1)i=3+4i

Multiplikasjon er litt vanskeligere, men ikke sa veldig - vi regner ut produktet
(a + bi)(c + di) pa samme mdte som ganger sammen vanlige parantesuttrykk,
samtidig som vi husker pé at i> = —1. Feks er

(1+i)(2-3i)=1-24+i-24+1-(=3i) —3->=2+2i —3i—3-(-1)
=2-(-3)+(2-3)i=5—i
De komplekse tallene C inkluderer de reelle tallene, altsa alle tall pa formen

a + 0i (multiplikasjonen og addisjon stemmer ogsad overens med det vi kjenner
fra tidligere).



Over innferte vi simpelthen i = \/—1 uten noen videre kommentar, og
man kan sperre seg om dette virkelig er meningsfylt. For de som ikke er over-
beviste, nevner vi hvordan de komplekse tallene faktisk kan konstrueres. Vi
tar utgangspunkt i planet IR?, og innferer vanlig vektoraddisjon samt multip-

likasjon definert ved
al |c| _ |ac—bd
b d| — |ad +bc

5] [o]= 7

s& multiplikasjon av to reelle tall forblir den samme. Dersom vi skriver i = {(1)] ,
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Med andre ord, i = [0 1]/ =—1

Multiplikasjon og addisjon oppfyller alle de kjente reglene vi bruker for
reelle tall (inkludert den kommutative loven, z1z, = zz1) Vi kan ogsa dividere
to komplekse tall med hverandre, safremt nevneren er forskjellig fra 0 (altsa
0 + 0i for & veere mer presis), men denne operasjonen kommer vi ikke til &
trenge.

De komplekse tallene ligger ikke lenger langs en linje, slik de reelle tallene
gjor, men i et plan, kalt det komplekse planet C.

For vi avslutter dette avsnittet, trenger vi en siste operasjon, som ikke har
noen reell analog, nemlig komplekskonjugasjon. Dersom z = a + bi, definerer
vi z’s komplekskonjugerte z ved z = a — ib. Feks1+i =1—-iog2—3i =
2 + 3i. Realdelen forblir altsa den samme, mens imagineerdelen endrer fortegn.
Dette svarer til en refleksjon/speiling om x-aksen i planet. Tall som ligger langs
x-aksen (altsa de reelle tallene) blir altsa veerende der de er, siden den komplek-
skonjugerte har samme realdel som det opprinnelige tallet.

Ikke overraskende er z = z. Rettene til et andregradspolynom opptrer
alltid i par, der den ene roten er den komplekskonjugerte til den andre, f.eks
har polynomet A — 4\ + 5 rottene
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Merk at

ser vi at

A =2+£2i

Vi nevner ogsa at dersom z er et komplekst tall, sa er z + z alltid reelt (dersom
z=a+iberz+z = (a+bi)+ (a —bi) = 2a), samt at 21z, = z12;.

2 Lesningav systemer av lineaere differensialligninger
med komplekse egenverdier

Vi har studert systemer av differensialligninger pa formen
dxp/dt| _[a b| [ x(t)
dxp/dt| — | ¢ d| | x2(t)
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eller

dx
— = Ax(t 1
= ax(o &
og sett at dersom A har distinkte, reelle egenverdier, sa kan lesningene skrives
x(t) = creMtug 4 cpet?tuy )

der Ay, Ay er A’s egenverdier og uy, up er tilherende egenvektorer. Vi skal na
ta for oss tilfellet der A har komplekskonjugerte egenverdier, og skrive ned
lpsningen for det tilfellet. Det skal vise seg at losningene faktisk kan skrives pa
neyaktig samme form, men problemet er da at lesningene ikke nedvendigvis
blir reelle. A rette opp det problemet er det som kommer til 4 oppta hoveddelen
av (resten av) notatet.

Men la oss begynne med et mer neerliggende sporsmal: dersom egenverdi-
ene A1, Ay er komplekse, hva skal eM bety? Dersom A = a + bi, ber vi allefall
ha

M platib)t _ pat bt

siden dette er det vi forventer av den vanlige reelle eksponensialfunksjonen.
Det er altsa tilstrekkelig for oss & bestemme oss for hva e’ skal veere for noe,
for et reelt tall b. Det skal vise seg at

e’ = cosb+isinb 3)
er det korrekte svaret, men vi skal ikke engang prove a rettferdiggjore denne
formelen (men vi kan nevne at det er svart gode grunner til at den er slik den
er, samt opplyse om at det er enkelt & sjekke at resultatene vi far er korrekte).
Ligning (3) kalles Euler’s formel.

Det neste vi trenger er egenvektorer. Utregningene foregdr pa samme mate
som tidligere, bortsett fra at vi jobber med komplekse tall. Vi tar et eksempel
som illustrerer metoden. La

2 1
=[5

Vihar tr A = 4 og det A = 5, sa vi far
det(A—AI) = A2 —4A +5
Rottene til dette polynomet (egenverdiene) blir

4245
=t

A 2+

Vi setter A = 2 + i og leser ligningssystemet (A — AI)w = 0, altsa

A=Al = [2_(_21+i) 2—(12+i)] N {:i j]

Vi kan lose systemet ved & gange andre rad med 7, som gir

{_E 2= —1(71) = 1] - {6 _01]
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Dersom w = [w1 wz] , s& ma vi altsd ha iw; — wp = 0 eller iwy = wy, og vi
kan f.eks velge w; = 1, som gir w, = i, altsa er

- [1-Bl-

en egenvektor tilherende A = 2 +1i. Det skal vise seg at vi ikke trenger &
regne ut noen egenvektor for A = 2 — i separat - det skal vise seg at dersom
w = u + iv for reelle vektorer u og v er en egenvektor tilherende egenverdien A,
daer W = u — iv en egenvektor tilherende egenverdien A. Altsa er

- [3-05-

en egenvektor tilhorende egenverdien A = 2 — i. Dette er ikke vanskelig 4 se.
Med A = 2 — i blir

e[ e[

Multiplikasjon med —i i andre rad gir

b ]l o

o o / . .
altsd ma komponentene w = [wl wz} oppfylle iw; = —w, eller —iw; = wy.
Dersom vi velger w; = 1 blir wy, = —i, altsd er

(1 (1) .0
W] T o) T
som var det vi skulle vise.

Det er altsa tilstrekkelig & finne en egenvektor w = u + iv tilherende en av
egenverdiene A, og dermed er W = u — iv egenvektoren tilherende egenver-
dien A. Dermed kan lesningen (2) skrives

t

x(t) = creMw + oMW 4)

der cy, ¢, er vilkarlige komplekse konstanter. Generelt er x(f) en kompleks
vektor, noe som ikke er enskelig. Det viser seg at x(t) er en reell vektor for alle
t hvis og bare hvis c; = ¢; (husk at z + Z alltid er reell, og at z1z; = z1Zy), og
svaret blir dermed

x(t) = 2Re(ceMw ) = Re(CeMw) (5)

der C = 2c; er en vilkérlig kompleks konstant. Dersom vi skriver C = C; —iCp,
blir (5)

x(t) =Re((C1 — iCy)eMw) = Re(CreM w) + Re(—iCretw)
= C; Re(eMw) 4 Co Re(—ieMw)
Dersom z = a+ibsder

Re(—iz) = Re(—i(a+ib)) =Re(—(ia—b)) =b=Imz



sa vi kan skrive
x(t) = C; Re(eMw) + Cy Im(eMw) (6)

der Cq, C; er reelle konstanter. Det er altsa tilstrekkelig for oss & regne ut re-
aldelen og imagineerdelen til e*w, noe som ikke er altfor vanskelig; vi skriver
A =a+ibogw = u+iv, som gir
eMw = e (cos bt + isinbt) (u + iv)
= ¢ (ucos bt + iusin bt + iv cos bt — vsin bt)
= ¢ (ucosbt — vsinbt) + ie" (usin bt + v cos bt)

Dermed blir
ReeMw = ™ (u cos bt — v sin bt)

0g
'w = ¢ (usin bt + v cos bt)

Ime”
Vi oppsummerer det vi har funnet i folgende teorem:
Teorem 1. Dersom A er en 2 X 2-matrise med komplekskonjugerte egenverdier A =
a £ bi, med tilhorende egenvektorer w = u £ iv, da kan enhver losning av

B~ ax)
skrives pd formen

x(t) = Cre™ (ucos bt — vsinbt) + Cre® (usin bt + v cos bt) (7)
der Cq, C, er (reelle) konstanter.

Som et eksempel kan vi fullfere utregningen fra tidligere; vi hadde

iy

med egenverdier A =2+ (altsd a = 2 og b = 1) og tilherende egenvektorer

weutio= [ i[]

Vinevner i forbifarten at siden a > 0 er origo en ustabil spiral i dette eksemplet.
Losningen kan ifelge (7) skrives

x(t) = Cye* <[B] cost — [(1)] sin t) + Coe” (E)] sint + {ﬂ cos t>

_ 2 Cicost+ Cysint
o —Cysint 4+ Cycost

Vi har
- g

sé verdiene av C; og C; er nettopp koordinatene til punktet losningen passerer
ved t = 0. Dette garanterer at vi har funnet en lgsning som gar gjennom hvert
punkt i planet.



