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Oppgave 1
y=ay+1,  y0)=0
a)
Ny |Yn |V =x0yn+1| Az | Ay =9y'Ax | ypiq
0(0 |0 |1 1/2[1/2 1/2
1[1/2[1/2[5/4 1/2]5/8 9/3
211 |98

sa Eulers metode med steglengde 1/2 gir oss estimatet y(1) ~ 9/8
b) Her er noen lgsningsalternativer

alternativ 1: Hvis funksjonen kan skrives som en rekke, er den-
ne rekken den samme som Taylorrekken, i dette tilfellet med
sentrum i x = 0 (Maclaurinrekken). Dermed har vi rett ut fra
ligningen og initialverdien at

a = y(0)=0
ap = y(0)=0-0+1=1

For de to neste ma vi jobbe litt mer (* er derivasjon med
hensyn pa x)

y// — (y/)/ — (:Uy+ 1)/ — y ‘I—ajy/
yP = ) = ray) =y +y +ay
Dermed far vi

y'(0)  0+0-1

— 0
= 2 2
3) .
_y¥(0) 14140-0
= T3 T 31 =1/3

alternativ 2: Jeg kan sette rekken inn i differensialligningen. Fgrst
deriverer jeg rekken:

e} o0

()= (anz") =) (n+ a, 2"



Hvis jeg setter de to rekkene inn i ligningen far jeg

/

y = wzy+1
Z(n + Dap12" = =z Z ap,x’" + 1
n=0 n=0

a, + Z(n + Dapaz"” = 1+ Z p1T"
n=1

n=1
Fra dette far jeg
ap = 1
n+1Dap1 = apq forn>1
Det siste kan ogsa skrives

Ap—2
a, =

for n > 2.
n

Initialverdien gir oss y(0) = ag = 0 sa dermed har vi

apg —

a; =

0
1
a
o = 7020
ay
a3 = E

Oppgave 2
/1 ey 6—02/2 + 6—0,52/2 1 6—0,52/2 + 6—12/2 1
e dr =~ -+ =
0 2 2 2 2
1492 -1/8 —-1/2
_ 1tee - e 0,843

Oppgave 3 Dette er en potensrekke, sa vi sjekker forst for absolutt konver-
gens, dvs konvergens av rekken

[e.e]

Z 1 |£L"2n+1
< 2"(2n + 1)(n!)




Vi kan for eksempel bruke forholdstesten:

(_1)n+1x2(n+1)+1
27+t1(2(n+1)+1)((n+1)!) ‘
(—1)"$2"+1
27 (2n+1)(n!)

. 2n+1
lim
n—o0 2(2n + 3) (n + 1)

lim

n—oo

]

+1
= (Jim gy ey ) e =0
w5 22+ D)+ 1)
Altsa konvergerer rekken absolutt for alle tall z.

(“Latskapslgsning”: Hvis vi synes forholdstesten ble litt for grisete kan
2n+1

vi for eksempel sammenligne rekken vi nettopp testet med > | %

Forholdstesten pa denne er litt mindre arbeid, og viser at ogsa denne

konvergerer for alle x.)
Oppgave 4 Her er to lgsningsalternativer for denne ogsa

alternativ 1: Vi vet at dette ma veere en parabel, den har akse som
star normalt pa styrelinja y = 2, altsa ma aksen veere parallell med
y-aksen. I tillegg gar aksen gjennom brennpunktet, sa aksen ma
veere y-aksen. Dermed vet vi at ligningen er pa formen y = az?+b.
Punktet pa kurven som ligger pa aksen ma ligge midt mellom origo
og styrelinja y = 2, sa ma ha koordinater (0,1). Dermed vet vi
at b = 1. Nar kurven skjeerer z-aksen er avstanden fra styrelinja
2, dermed ma avstanden fra origo ogsa veere 2, sa kurven skjeerer
z-aksen i 2 og —2. Dermed har vi 0 = a2? + 1, sa a = —1/4.
Dermed er ligningen for kurven

L 241
=——I
A S

alternativ 2: For et punkt (z,y) er avstanden til linjen y = 2 lik
ly — 2| og avstanden til origo er y/z2 + y2. Disse to avstandene
ma veaere like, sa hvis vi kvadrerer hver storrelse far vi

ly=2] = Va?+y?
(y—2?" = 2 +y°
Y —dy+4 = P4y

1, 4
= ——=x
Y 1
Oppgave 5 Til hver kurve vil vi forst sjekke at punktet (1, 1) er pa kurven
og deretter finne stigningstallet til tangenten i dette punktet. Punk-
tet og stigningstallet vil da gi en fullstendig beskrivelse av tangenten.



(Det er altsa greit a gi svaret pa formen “Tangenten er linjen gjennom
(1,1) med stigningstall m.”. Andre muligheter er a gi en ligning, en
funksjonsbeskrivelse eller en parameterfremstilling.)

a) Hvisvitart=1farviz =12=1logy=2-1-1*=1,s4 (1,1) er
pa kurven

d
d_y:d—@;:2—3t2
de 4z 2t

sai(1,1) (m.a.o. der t = 1) har vi stigningstall

2_3.12
_IT0 T )
m 2.1 /

Sa tangenten er linjen gjennom (1,1) med stigningstall —1/2.

b) Punktet (1,1) har polar koordinater r = /2, # = m/4. Vi har
sin/4 = cosm/4 = \/2/2, sa sinT/4 + sinw/4 = /2. Altsa er
(1,1) pa kurven.

Hvis 1 er vinkelen mellom linjen fra origo til punktet pa kurven
og tangenten, har vi

r(0)
dr/df

tany =
og ¥ = /2 nar dr/df = 0. Vi har

r(0) = sinf+ cosf
dr/df = cosf —sinf

sa for = w /4 far vi
dr/df =2/2 —/2/2 =0,

sa tangenten star normalt pa linjestykket fra origo til (1,1) sa
tangenten er linjen gjennom (1,1) med stigningstall m = —1.
Hvis du ikke kommer pa denne fremgangsmaten er det for denne
oppgaven andre mulige lgsninger, for eksempel kan du multiplisere
hver side av ligningen med r og fa r? = rsinf + rcosf som er
ekvivalent med 22 + y? = y + x og vi kan finne stigningstallet til
tangenten med implisitt derivasjon.

c) f(1)=1'=1,sa (1,1) ligger pa kurven.



lna:)>x — exln:c og far

For a derivere f skriver vi f(z) = 2% = (e

fl(z) = e*™*(Inz + x%) =2"(1+Inx)
f'1) = 1'1+ml)=1

Altsa er tangenten linjen gjennom (1, 1) med stigningstall 1.

(n+1)7 gin

Oppgave 6 Hvis vi bruker hintet, og skriver a,, = f L dx far vi

nm T

. oo . oo
* sin x S
dr = E dr = E an
0 x n=1vnNT z n=1

sa det uekte integralet vil konvergere hvis og bare hvis rekken vil kon-
vergere. Pa intervallene (nm, (n + 1)7) (n et positivt heltall) er sinx
positiv (pa hele intervallet) og negativ (pa hele intervallet) pa annet-
hvert intervall. Dermed er rekken en alternerende rekke.

(n+2)m (n+2)m 1 T
/ | :/ d:v<—/ sinx dz
(n+1)mw T (n+1)m (n + l)ﬂ- 0

(n+1)m (n+1)m sin
< / / dz
nm nm z

sa tallverdien til leddene er avtagende. I tillegg viser den forste ulikhe-
ten at leddene gar mot null. Dermed folger det av alternerende rekke-
testen at rekken konvergerer, og fra kommentaren over, at det uekte
integralet konvergerer.

Vi har ogsa

sin x

lant1] =
x

sinx

xr = —= |aTL|7

T




