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Oppgave 1

Avgjor om grenseverdiene eksisterer:

(i)
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Ldsningsforslag:

(i) Vi forsgker med polarkoordinater: x = rcosf, y = rsin 6, og ser hva som skjer nar r — 0:

_ (22tyl 4’y (2P cososing g

lim e z+y =lime 2 =lime
z,y)—((0,0 r—0 r—0
(z,y)—((0,0)

1+rcosfsing) _ 6(1+0) —e

Her har vi brukt at bade cos 6 og sin @ er begrensede funksjoner for a kunne konkludere
at rcos@sinf gar mot 0 nar r gar mot 0, slik at grensen er uavhengig av vinkelen 6.

(ii) Vi undersgker hva som skjer med utrykket langs noen (forholdsvis) enkle veier inn mot
origo:

4.0%.
z=0: lim 27V 0
(0.5)—(0,0) 0% + 2
" 43 ) Ax
=X 1m —— = [1In =
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y:xQ: lim L:lim =2
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Siden vi far ulik verdi for ulike veier inn mot origo, konkluderer vi med at grenseverdien
ikke eksisterer.
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Kommentar: I (i) bor det nevnes at cosf og sinf er begrensede funksjoner.

Dersom en ikke gnsker a bruke polarkoordinater i denne oppgaven, men heller definisjonen av
grenseverdi, anbefales det a se pa grenseverdien av eksponentutrykket, og argumentere med at
eksponentialfunskjonen er kontinuerlig nar konklusjonen skal trekkes.

Oppgave 2

La D veere omradet i zy-planet avgrenset av kurven (z — 2)? + y? = 4. Tegn omridet D og
beregn dobbeltintegralet [ [ /22 + y2 dA.

Lgsningsforslag: Kurven (x — 2)? + y? = 4 er en sirkel med sentrum i (2,0) og radius 2.
Integranden (/22 + y? tar seg godt ut i (vanlige) polarkoordinater x = rcosf, y = rsiné,
siden dette variabelskiftet gir /22 + y? = r. Vi forsgker & beskrive disken D ved hjelp av de
samme polarkoordinatene:

(r =22 +y* <4

2 —dx+4+9y* <4

r2cos?f — 4rcosf +4 +r?sin?f < 4
r? < 4rcosf
r <4cosf

™

Dermed blir integrasjonsgrensene vare (se figur) —7 <60 < 7 og 0 < r < 4cosf. Dessuten ma

vi huske Jacobideterminanten; dA = r dr df.

™

[y /a2 +y2dA = f_g%fOA‘COSQTQ dr df = % f_%% cos?0dh = % _2%(1 — sin? @) cos 0 df)
44 ’

_ 13012 _
= Z[sinf — 5 sin 9]—3 =

Kommentar: Siden integranden y/x? + y? ikke er uavhengig av integrasjonsomradet, kan vi
ikke velge a integrere over en disk sentrert i origo i stedet for den oppgitte disken. Vi kan velge
a flytte sentrum i det polare kooridinatsystemet vart (ved & velge © = rcos@ + 2, y = rsin#),
men dette gir oss en vanskelig integrand.
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Oppgave 3

Temperaturen i et punkt i xy-planet er gitt ved T'(z,y) = 6xy? — 22> — 3y* + 16 (mélt i °C).
a) Finn alle kritiske punkt for funksjonen 7.

Lgsningsforslag: Kritiske punkt finnes der gradienten er null:

Glzgdienten er VI'(z,y) = [4L, Z—Z] = [6y? — 622, 122y — 12y%]. Dette gir oss to likninger, to
ukjente:

(1) 6y — 622 =0 = T =ty
(2) 122y — 124> =0
rT=1: 122 - 12y =0 = y=0Vy=1

r=—y: —122-122 =0 = y=0Vy=—1

De kritiske punktene er dermed (0,0); (1,1) og (1,—1).

Kommentar: Pass pa a ha med nok mellomregninger til at det kommer klart frem hvordan
du har funnet de kritiske punktene, og hvordan du kan veere sikker pa at det ikke finnes flere.

b) Klassifiser alle kritiske punkt for funksjonen 7.

Lgsningsforslag: De fleste kritiske punkt kan klassifiseres ved hjelp av Hessianmatrisa, som
bestar av de dobbeltderiverte (innsatt det kritiske punktet).

02T 92T

912 dydz —12x 12y
H(z,y) = or o | T )
T T _
Sody BT 12y 12z — 36y

Vi sjekker for vare kritiske punkt:

H(0,0) = [ 8 8 1 , detH = 0 = testen gir ingen konklusjon.
H(1,1) = [ _1122 _1224 } , detH > 0,A=—-12< 0= (1,1) er et (lokalt) toppunkt.



Side 4 av 8

H(1,—1) = { :g :;i } , detH > 0,A=—-12< 0= (1,-1) er er ogsa et (lokalt) toppunkt.

Det gjenstar & underspke det kritiske punktet (0,0) litt ngyere. Funksjonsverdien i origo er
T(0,0) = 16. Fra funksjonsutrykket T'(x,y) = 6zy* — 22® — 3y* + 16 ser vi at hvis vi beveger
oss ut fra origo langs positiv z-akse (y = 0), s& vil funksjonsverdien minke (7'(z,0) = 16 —223),
mens hvis vi beveger oss langs negativ x-akse, sa vil funksjonsverdien gke. Vi konkluderer med
at (0,0) er et sadelpunkt.

Kommentar: Det kritiske punktet (0,0) ma klassifiseres pa andre mater enn ved Hessian-
matrisa, siden denne ikke gir noen konklusjon. Det er ikke tilstrekkelig & finne punkt utenfor
origo hvor funskjonsverdien er hgyere/lavere enn i origo for & konkludere med at origo er et
sadelpunkt, det ma finnes punkt wvilkdrlig ner (0,0) hvor funskjonsverdien er hgyere/lavere.
Hvis ikke kan origo veere et lokalt topp- eller bunnpunkt.

¢) En maur befinner seg i punktet (1,0). Er det mulig for mauren & krype i en retning hvor
den vil oppleve en temperaturgkning pa 6 °C' pr. lengdeenhet?

Lgsningsforslag: Maksimal temperaturendring pr. lengdeenhet ut fra punktet (1,0) er gitt
ved |[VT'(1,0)] = |[-6,0]| = 6. Svaret er dermed ja, mauren kan oppleve en temperaturgkning
pa 6°C pr. lengdeenhet (dersom den beveger seg i retning [—1,0]).

d) En annen maur kryper langs kurva y = 2 — 1 med konstant fart % lengdeenheter pr.
tidsenhet. Hvor stor temperaturendring opplever mauren i det den passerer punktet (1,0)?

Lgsningsforslag: Vi trenger den retningsderiverte til 7" i den retningen mauren kryper i det
den passerer (1,0). Retningen er gitt ved tangenten til kurva mauren kryper langs. Kurva y =
r? — 1 kan parametriseres ved r(t) = [t,1? — 1], t € R. Denne har tangentvektor r'(¢) = [1, 2¢].
Vi er interessert i tangenten i det ¢ = 1, siden mauren da befinner seg i det aktuelle punktet.
En enhetsvektor i retningen mauren kryper blir derfor o = (j:)%[l, 2]. (Fortegnet avhenger av
om mauren beveger seg i positiv eller negativ z-retning.) Temperaturendring pr. lengdeenhet
blir D;T(1,0) = VT'(1,0) - 0 = [-6,0] - (:I:)\/Lg[l, 2] = (:F)\%- Temperaturendring pr. tidsenhet
finner vi ved & multiplisere med maurens fart. Mauren opplever en temperaturendring pa \%OC’
pr tidsenhet. (Endringen er negativ i positiv z-retning og positiv i negativ x-retning.)
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Oppgave 4
Finn minste avstand fra origo til kurven zy? = 54.

Lgsningsforslag: Avstandsfunksjonen fra origo til et punkt i planet er d(z,y) = /22 + y2.
Velger 4 minimerer kvadratet av avstanden for lettere regning. Setter derfor f(z,y) = d*(z,y) =
2?2 + 32, og skal minimere f under tileggsbetingelsen xy? = 54. Velger Lagrange multiplika-
tormetode. Setter derfor g(z,y) = zy? og lgser V f(z,y) = AVg(x,y) under tilleggsbetingelsen

g(x,y) = 54.

Vf = MVg A xy? =54
22,2y] = Aly?, 2zy]
20 =My A 2y = \2xy
A =1 (dersom z # 0,y # 0)

20 = 1y?
y2 _ 21.2
203 = 54
x=3
y? =18

Vi ser at x = 0 og/eller y = 0 er umulig i likningen xy* = 54. Vi ser ogsi at dersom y gir mot
null i denne likningen, s& ma x ga mot uendelig. Av dette fglger det at avstanden fra origo til
kurven kan bli uvilkarlig stor. Minste avstand méa derfor veere d = /9 + 18 = /27.

Kommentar: Oppgaven kan lgses like greit pa andre mater, for eksempel ved a bruke tilleg-
gsbetingelsen xy? = 54 = 1? = E;;_4 til a redusere oppgaven til et minimaliseringsproblem for

envariabelfunksjonen f(z) = 2% + (21)%. Det skal i prinsippet argumenteres for at verdien man
finner er en minimumsverdi og ikke en maksimumsverdi.

Oppgave 5

Gitt vektorfeltet G(x,y, 2) = [0, zy+x?z, 22z —2 —£y?]. Vis at for alle enkle, lukka, stykkevis
glatte kurver C som ligger i planet 3z +y + 2z = 7 sa gjelder

%G‘Tds—o.
c

Lasningsforslag: Vektorfeltet G(x,y, z) er et glatt vektorfelt i hele Rf’. For alle enkle, lukka,
stykkevis glatte kurver C kan vi derfor benytte Stokes teorem ¢, G - Tds = [[, curl G - NdS,
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der S er en stykkevis glatt flate med randkurve C og N er en enhetsnormalvektor til S, passelig
orientert i forhold til C.

For en lukket kurve C som ligger i planet 3z +y+ 2z = 7 kan Vi la S veere omradet i dette planet
avgrenset av C. (Enhets)normalvektor til S vil da veere 4—— [3, 1, 1], hvor fortegnet avhenger
av orienteringen til C. Vi ma ogsa beregne curlen til G:

curlG =| 2 a% 2 \|=|2 3% 2 = [—gy—ﬁ, —2x2+32% y+212]
Gi Gy Gs 0 (ay+a’z) (2%z2—2%— 3y

Dermed har vi

4, G - Tds ffscurlG NdS = Wffs sy — —2:cz+3x2,y+2xz] 3,1,1]dS
= (B sy - 3:6 — 21z + 327 +y+2xz>ds ) [50dS =0

Kommentar: For a bruke Stokes teorem i denne oppgaven, ma man kommentere at forutset-
ningene for resultatet er oppfylt.

Oppgave 6

La R veere omradet som ligger over paraboloiden z = 2% + y?> — 5 og under halvkuleflaten
z = /25 — 22 — y2. Det opplyses at paraboloiden og kuleflaten skjeerer hverandre i planet
z = 4. La § betegne overflata til R med enhetsnormal N rettet ut av R.

a) Finn volumet av omradet R.

Lgsningsforslag: Her er lurt med en figur! Velger sylinderkoordinater for & beregne volumet;
x = rcosf, y = rsinf, z = z. I sylinderkoordinater blir utrykkene for paraboloiden og
halvkulen hhv. z = 7> — 5 og z = /25 — r2, og et volumelement dV = rdzdrdf. Vi finner
yttergrensen for r der paraboloiden og halvkulen skjeerer hverandre, altsa ved z = 4. Setter
vi dette inn i enten likningen for paraboloiden eller halvkulen, finner vi » = 3. Dermed kan vi

velge grensene 0 < 0 <27, 0 <r <3 ogr?—5< 2z <+/25—r2 Volumet blir

Jzdv = o 3fmrdzdrd9—27rf0 r(v/25 — 12 — (r* — 5))dr

0 Jo
= 2n[-1(25 — 1?7 — 1t 4 523 = 2y
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Kommentar: Det gar like bra & dele omradet i to, ett omrade over planet z = 4, hvor kuleflata
avgrenser omradet, og ett omrade under planet z = 4, hvor paraboloiden gir den resterende av-
grensingen. Jeg tror likevel sylinderkoordinater gir de enkleste grensebetraktningene for begge
omradebitene, men na kan man om man vil velge konstante grenser for z og varierende grenser
for radien 7.

b) Regn ut fluksintegralet [[ F - NdS direkte, nar

Yy x
Flr,y,2)=|—F——+2,y— ——>, 2

@y ) =l e TV T e ey
Lgsningsforslag: For a beregne fluksintegralet direkte trenger vi en enhetsnormalvektor og
et utrykk for flateelementet dS. Vi deler overflaten i to biter:

St kuleflaten z = /25 — 22 — y? : N, = %[az,y, z], dS = 5%sin¢dide
Sy paraboloiden » = 2° +y* = 5: NadS = (+)[-52, —5, 1]dzdy
= [2z, 2y, —1]|dzdy

(Vi mé passe pa a velge normalvektorene slik at de peker ut av omradet.) Her er planen &
bruke kulekoordinater for kuleflatebiten (med konstant radie p = 5), og polarkoordinater i
stedet for kartesiske koordinater for omradet i zy-planet rett under paraboloidebiten, men
det kan veere greit a utfore prikkproduktet og rydde litt fgr en skifter koordinater. Grensene
trenger vi imidlertid utrykkt ved de variable vi har tenkt & integrere over.

For kulebiten kan vi la 6 ga fra 0 til 2. @Qvre grense for ¢ finner vi der z = 4, dvs 4 = 5cos ¢ =
¢ = cos™}( %) Omradet vi skal integrere over for paraboloidebiten er en sirkel i xy-planet med
radius 3, sa her har vi 0 < 0 < 27w og 0 <r < 3.

Vi har:

ffSl F. Nl ds = ffsl[x2+52+zg +z,y— _12+;2+z2-7 z] - [x,y, 2] 5sin ¢ dOdep
cos™1(3) 02”(172 + 5% + 2?)5sin 0 dfd¢

— Jo
Cosfl(%)

— 0(:05-1(%) fOZW 5% sin ¢ dfd¢p = 5° - 2m[— cos ¢, = oum

(S

ffSQ F - NQ ds = f{D[ngr;ngZz' + T, Yy — ij 22] . [23:)3’ 2:% _1] d{L‘dy
= Jo Jo (22 +2¢* — z)rdrdd = [i7 [;(2r* = (r* = 5))r drdf
=2m[irt 4+ 2p2)3 = g

Den totale fluksen er derfor ffs F.-NdS = 507 + %7? = %ﬂ'.
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Kommentar: Her var det meningen at fluksintegralet skulle beregnes direkte, det vil si uten
bruk av for eksempel divergensteoremet. Faktisk er ikke divergensteoremet gyldig i denne
situasjonen, siden vektorfeltet F(z,y, z) ikke er definert i origo. Likevel vil vi fa rett svar
dersom vi bruker divergensteoremet, dette fordi de ubehagelige bitene av vektorfeltet ikke gir
noe bidrag verken til fluksen eller divergensen. Dette kan man ikke vite uten & ha studert
fluksintegralet!



