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a) Siden F cr definert pa@ enkeltsammenhengende omra(lc; er det nok a vise at curlF — 0.
Vi har:
i Jj k
7] 0 9
2

2zyz  za? — Ay yr? - 6222

(@ —12y2% — 2 + 12¢22)i + (2ry — 2ry)j+ (2r2 — 222)k = 0

b) Siden feltet F er konservativt, kan vi utnytte at integralet /( F - dr cr vavhengig av veien
og velge cn enklere vei fra r(0) = (1,0,1) til r(1) = (2, 1,1), feks. den rette linjen C” :
r(t) = (1,0,1) +#((2,1,1) - (1,0,1)) = (1+¢,¢,1), 0 < t < 1. Dette gir r'(t) = (1,1,0) og
F(r(t)) = F(1+1,,1) = (20422, 1-2t+12, ¢ 41> +3), sa F(r(t))-r' (1) F(r(t))-(1, 1,0)
2t 4212+ 12t +1% = 3124+ 1, og derfor JoFedr = [, Fdr = [(32 4 1)dt = [* +1)) = 2.
Alternativt kan vi bruke at F har en potensialfunksjon, dvs., en skalar funksjon f slik
at Vf = F. Vi har da at [ F -dr = JoVf-dr = £(2,1,1) - f(1,0, 1). Vi bestemmer
£ 9L = 2zy2 gir f(z,y,2) - z%yz + g(y, 2). Videre: :—;5 - 222 + g;’f = zz? — 4y2® gir
gif —dyz*, som ved antiderivasjon mhp. y gir g(y, z) = —2y%2% 4 h(2). dvs., f(z,y,2) =

rryz — 29223 4 h(z). Til shutt: %i = a?y — 6y%2% + I/(z) = 2%y — 6y22? gir W(z) =0, sa

h(z) er en konstant: denne kan vi velge & sette lik 0. Sa fla,y,2) = 2%yz — 2°2° er en

potensialfunksjon for F, og vi far:

/F-dr: Vf-dr = f(2,1,1) - £(1,0,1) — 2
C c

La gi(z,y,2) = 2* + 2y° og go(z,y,2) = z — z + dy. For 4 finne stgrste og minste verdi til f
langs skjeeringskurven mellom flatene ¢, (,9,2) = 1 og g2(z,9,2) = 0 benytter vi Lagranges
multiplikatormetode med to bibetingelser. De ngdvendige betingelsene for stgrste og minste verdi
er:

Vf = ’\lVgl + /\2V92a gl(""a Y, Z) =1, 92(:1;1 Y, z) =0.

FraVf =\\Vg, + A2Vgs far vi

0 2/\111,' - /\2 1 1
0=4My+4Xy det vil si T=-—O0gy— ——.
1= A 2A; Al

Innsetting av z = 1/(2X) og y = ~1/A; i g1(z, y,z) = 1 gir \; = +£3/2. Tilfellet A\, = 3/2 gir
z = 1/3 og y = —2/3. Innsetting av disse verdienc for = og y i ga(z,y,2) = 0 gir z = 3. Tilfellet
M= -32girx = -1/30gy — 2/3. Innsetting av disse verdiene for = og y i g2(z,9,2) = 0
gir z = —3. Altsa er den stgrste verdien til f (%,¥,2) = z langs skjeeringskurven mellom flatene
2+ =1logz=x- 4y lik 3, og den minste verdien cr lik - 3.

Bk etnne  studert gowy) =x =4y natr xT+2¢ = (ellipse).
: . '
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3 Li mingen 3a2 — y? = 3, for x > 1, beskriver hgyre y
gning Y ) 1 ) y
gren til hyperbelen 22 ¥ = L. Ligningen x4 y?
L1 beskriver parabelen x— 11 #2. De to kurvene,

samt omradet R (skyggelagt), er skissert, i figuren
til hgyre. For a finne ski.uin;,spunkt(‘n(‘ suimnuerer
vi de to ligningene og far 322 4 14. Denne
annengradsligningen har lgsningene @ = 2 og «

7/3. Vi er kun interessert i @ = 2. Innsetting av
r=2ix+y?=1lgry 3. Altsa skjaerer de to
kurvene hverandre i (2,3) og (2, —3).

For hver y mellom —3 og 3 varierer « mellom /1 +y2/3 og 11 — y*. Dette gir:

1 y? 3 1—y?
/ / xdA / / xdrdy / [—-m"’] dy
R VI+9 /3 312 oo imess
12 3 . .
/ -y -1-L ) ay / L 120) dy =22,
JO 3 0 3 5

Hvis vi lar § betegne massetettheten, falger det av den gitte betingelsen at
8(x,y,2) = k(x® + y® + 22), hvor k er en konstant. La T betegne legemet z2 + y* + 22 < a2,
z > 0. Massen til T" er gitt ved

27
m = /// dm = / / / kp? - p?sinpdpdypdf

—a"k7r/ smgodcp —a Skm.
5 0 5

La (Z,7, Z) veere koordinatene til massesenteret til T. Ved symmetri er Z = § = 0. For Z har vi

2% pw/2
m///zdm 2a°k7r/ / / peos - kp? - p’sinpdpdy df

w/2
12/0 cos p sinpdyp Ea

Altsa ligger massesenteret til T' i punktet (0,0, 5a/12).
a) Vimaviseat lim f(z,y) = f(0,0) =0, dvs.,

(,)—(0,0)

|f(z,y) - £(0,0)] = lim |f(z,y)|=0.

lim
(=,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)
Dette gjgres best ved a innfgre polarkoordinater (r,8): £ = rcos 6, y = rsiné.
For (z,y) # (0,0) har vi

2 2r2 si ;
Yy F(rcos 6, rsin 6) r<sin @ cos 8 1 sin 26,
Va2 +y? T
Vi merker oss at (z,y) 5 0 < r = 0.

Siden 0 < |f(z,y)| = |f(rcos@,rsinf)| = |r||sin(20)| < |r| og lim, g |r] = 0O, folger ved
skviseloven at

flz,y) =

(= 4/)—«)(0 0) £ ()l Tg% |f(rcosf,rsing)| =0

If'tma4105°2012k 28. juli 2012 Side 2



Eksamen i TMA4105 Matematikk 2 6. august 2012

b) Vi har
. [(tuy, tus) — £(0,0) .1 2t tuy
D lim lim 0
(DuS)lw0) (>0 { 10+ 1 \/m
I 202U 1y (x) . 2020y 1y
im m : wy iy
1—0+ i]fl,/u? +u§ (=0t 123 172
hvor likheten () flger av at ¢ gar mot 0 gjennom positive verdier (dvs. t = |1|) og at

u — wyi + upj er en enhetsvektor. Vi har dermed vist at (D, o cksisterer for alle
enhetsvektorer u = wy i+ uaj (i tillegg har vi vist at (Duf)lw,0) = 2uyuz).

@ a) Flatene z dx® 4 dy? og = 4 skjwrer hverandre i sirkelen z2 + 2 1,z 4.1
sylinderkoordinater er 1" gitt ved 47* < 2 < 4,0<r <1,0< 6 < 2, og projeksjonen av
T'i xy-planet er sirkelskiven 0 <7 < 1,0 < # < 2x, 2 = 0. For volumet V av T far vi da

20,1 pd 1 1 _
1% /// dv / / / dzrdr dé 27r/ (4 — 4r®)rdr = 87r/ (r — r)dr
JJJr Jo o Jo Jag2 0 0
1
87r(1 27 .

5 1)

b) La 9T betegne hele overflaten til 7. Fra divergensteoremet far vi at

/LTF-nda r[/TdideV. (1)

der n er enhetsnormalen som peker ut av T'. I vart tilfelle er divF = 1/4, slik at

" 1 ' l 7
,//y‘dIVFdV If/j‘dV 1 2 5" (2)

La 8’ betegne den delen av overflaten til T som ligger i planct z = 4. dvs. flaten gitt ved
0<7r<1,0<6<2m z = 4. Dette er en sirkelskive med radius 1 og derfor areal lik =.
Total fluks ut gjennom AT er summen av fluksen ut gjennom sideflaten S og endeflaten §’:

//OTF.nda- /ng.nda-+/[,F.kda://SF.ndU+//,§da
_//SF.nda—#//,da //SF-nda+7r,

hvor vi har brukt at z = 4 pa §'. Altsaer [[;F-ndo = [[,.F-ndo—. Ved 4 kombinere
(1) og (2) far vi at [f,.F-ndo = /2. Altsa er

T m
//SF'ndU—E'—W -5.

c) Vi har at
i Jj k
0 17} 7] . 1 >
awlF=\5; 3, s %J+<--§;—§;)k
yz T oz
8t 27 4
La C betegne sirkelen 7 = 1,z = 4 orientert med urviseren sett ovenfra. Hvis vi orienterer
5’ med enhetsnormal = —k og lar S ha orientering som ovenfor, vil bade S og §’ ha C som

positivt orientert randkurve, og Stokes’ teorem gir

//curlF-nda /F-dr // curl F - (=k) do - // <i+i) do
s c s o \ 27 87

_@Zﬁ‘_‘}‘\?«.rﬂg— <lelee __//'(%JF%)M_//I%M %~areal(S') %.n 1,

ne wt curl ¥ ovn ot

rulear Stolies .(“EH fett "
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