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Oppgave 1 La f ∈ C2(R3,R) være en skalar funksjon og F ∈ C2(R3,R3) et
vektorfelt. Vis at

div(curl(F)) def.= ∇ · (∇× F) = 0

og
curl(grad(f)) def.= ∇× (∇f) = 0.

Oppgave 2 La f : R2 → R være den glatte funksjonen

(x, y) 7→ exy cos(x).

a) Finn andre ordens Taylor-approksimasjon til f i punktet (0, 0) (du trenger
ikke å angi den eksakte størrelsen på feilestimatet, som blir av størrelsesorden
|(x, y)|3). Finn en ligning for tangentplanet til f i punktet (0, 0).

b) Finn alle kritiske punkter til f . Avgjør for ett av dem (valgfritt hvilket dersom
det finnes flere) om det er et maksimum, minimum eller sadelpunkt for f .

Oppgave 3 Gitt parametriseringen

γ(t) = (cos(t), sin(t), t2), t ∈ [0, π],

og funksjonen
f(x, y, z) =

(
x2 + y2 + 4z

) 1
2 ,

beregn kurveintegralet
∫
γ f ds.

Oppgave 4 La D være det spissformete området {(x, y) : y > |x|} i R2 og
f : D → R funksjonen gitt ved

f(x, y) = sin(x2 + y2)
y2 .

Vis at f er begrenset på D. Avgjør deretter om grenseverdien lim(x,y)→(0,0) f(x, y)
eksisterer.
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Oppgave 5 La F : R2 → R2 være vektorfeltet

F(x, y) =
(
y2x2, 2

3yx
3
)
,

og la γ være den stykkevis glatte kurven gitt av triangelet med hjørner i (0, 0),
(1, 0) og (0, 1) og orientert i den retningen (mot klokka).

a) Finn en stykkevis glatt parametrisering av γ og den utadrettede enhetsnor-
malen n langs med kurven. Beregn deretter∫

γ
F · n ds.

b) Beregn videre ∫
γ

F ·T ds,

der T er enhetstangenten til γ.

Oppgave 6 Finn Jakobimatrisen til avbildningen Φ: (r, θ, s) 7→ (x, y, z),

Φ:

rθ
s

 7→
r

2 cos(θ)
r2 sin(θ)

s3

 ,
og vis at Φ har en deriverbar invers på området {(x, y, z) : x2 + y2 > 0, z > 0}.

Oppgave 7 La

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 3−
√

3},

!"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~

S

K

T

være sylinderen med radius 1, bunn i z = 0 og topp i
z = 3−

√
3, og la

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − 3)2 = 4}

være kulen med radius 2 og sentrum i (0, 0, 3). Flatene
S og K skjærer hverandre i en sirkel i toppen av S.

a) Beregn volumet av legemet T begrenset av S, B
og planet z = 0.

b) Beregn
∫∫

S curl(F) · n dS for vektorfeltet

F(x, y, z) = (2yz, 0, xy).



MA1103 Flerdimensjonal analyse 22. mai 2018 Side i av i

Formler og konvensjoner

x = r cos(θ) = % cos(θ) sin(ϕ), 0 ≤ r, %

y = r sin(θ) = % sin(θ) sin(ϕ), 0 ≤ θ < 2π
z = z = % cos(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π.

ds = |r′(t)|dt

dA = dx dy = r dr dθ

dS = |rx × ry| dx dy

(dS = |(zx, zy,−1)| dx dy for z = z(x, y))

dV = dx dy dz = r dr dθ dz = %2 sin(ϕ) d% dϕ dθ

dr = r′(s) ds = T ds = r′(t)
|r′(t)| |r

′(t)| dt

(dr = (dx, dy) = (dx
dt
, dy
dt

)dt for r = (x, y))

curl(F) = ∇× F =
(
∂F3
∂x2
− ∂F2

∂x3
, ∂F1
∂x3
− ∂F3

∂x1
, ∂F2
∂x1
− ∂F1

∂x2

)

∫∫
A

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dA =

∫
∂A
P dx+Q dy

∫∫∫
V

div(F) dV =
∫∫

∂V
F · n dS

∫∫
S

curl(F) · n dS =
∫
∂S

F ·T ds


