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Oppgave 1 La f ∈ C2(R3,R) være en skalar funksjon og F ∈ C2(R3,R3) et
vektorfelt. Vis at

div(curl(F)) def.= ∇ · (∇× F) = 0

og
curl(grad(f)) def.= ∇× (∇f) = 0.

Løsning Vi har

curl(F) =
(
∂F3
∂x2
− ∂F2

∂x3
, ∂F1
∂x3
− ∂F3

∂x1
, ∂F2
∂x1
− ∂F1

∂x2

)
.

Forkort (Fi)jk = ∂2Fj

∂xk∂xi
. Da er

div(curl(F)) = (F3)21 − (F2)31 + (F1)32 − (F3)12 + (F2)13 − (F1)23

= (F3)21 − (F3)12︸ ︷︷ ︸
0

+ (F2)13 − (F2)31︸ ︷︷ ︸
0

+ (F1)32 − (F1)23︸ ︷︷ ︸
0

= 0,

ettersom andre ordningens deriverte kommuterer for to ganger kontinuerlig deri-
verbare funksjoner.

På samme måte, dersom vi i formeln for curl(F) erstatterFj med ∂f
∂xj

og forkorter
denne som fj, får vi med samme typ av notasjon som ovenfor at

curl(grad(f)) = (f32 − f23, f13 − f31, f21 − f12) = (0, 0, 0) = 0,

da f er C2.
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Oppgave 2 La f : R2 → R være den glatte funksjonen

(x, y) 7→ exy cos(x).

a) Finn andre ordens Taylor-approksimasjon til f i punktet (0, 0) (du trenger
ikke å angi den eksakte størrelsen på feilestimatet, som blir av størrelsesorden
|(x, y)|3). Finn en ligning for tangentplanet til f i punktet (0, 0).

b) Finn alle kritiske punkter til f . Avgjør for ett av dem (valgfritt hvilket dersom
det finnes flere) om det er et maksimum, minimum eller sadelpunkt for f .

Løsning Da funskjonen f er glatt kan vi beregne så mange deriverte vi
ønsker. Vi har:

f(x, y) = exy cos(x) =
∣∣∣
(0,0)

1,

fx(x, y) = exy (y cos(x)− sin(x)) =
∣∣∣
(0,0)

0,

fy(x, y) = exyx cos(x) =
∣∣∣
(0,0)

0,

og

fxx(x, y) = yexy (y cos(x)− sin(x))− exy (y sin(x) + cos(x)) =
∣∣∣
(0,0)
− 1,

fxy(x, y) = exy (xy cos(x) + cos(x)− x sin(x)) =
∣∣∣
(0,0)

1,

fyy(x, y) = exy
(
x2 cos(x)

)
=
∣∣∣
(0,0)

0.

Taylors teorem gir da at

f(x, y) = f(0, 0) +∇f(0, 0) · (x, y) + 1
2
[
x y

] [fxx fxy
fyx fyy

] ∣∣∣∣∣
(0,0)

[
x
y

]
+O(|(x, y)|3)

= 1 + (0, 0) · (x, y) + 1
2
[
x y

] [−1 1
1 0

] [
x
y

]
+O(|(x, y)|3)

= 1 + xy − x2

2 +O(|(x, y)|3),

der feil-leddet ikke trenger å angis i løsningen. Ettersom∇f = (0, 0) i (x, y, f(x, y)) =
(0, 0, 1) ligger tangentplanet parallelt med (x, y)-planet og har den enkle formeln

{(x, y, z) : z = 1},

eller kort og godt z = 1.
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Oppgave 3 Gitt parametriseringen

γ(t) = (cos(t), sin(t), t2), t ∈ [0, π],

og funksjonen
f(x, y, z) =

(
x2 + y2 + 4z

) 1
2 ,

beregn kurveintegralet
∫
γ f ds.

Løsning Kurven γ er glatt og vi har

|γ̇(t)| =
(
(− sin(t))2 + cos2(t) + (2t)2

) 1
2 =

(
1 + 4t2

) 1
2 .

Evaluert langs kurven reduseres f til samme uttrykk,

f(γ(t)) =
(
(cos2(t) + sin2(t) + 4t2

) 1
2 =

(
1 + 4t2

) 1
2 ,

slik at ∫
γ
f ds =

∫ π

0
f(γ(t))|γ̇(t)| dt

=
∫ π

0

(
1 + 4t2

)
dt =

[
t+ 4

3t
3
]π

0
= π + 4

3π
3.
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Oppgave 4 La D være det spissformete området {(x, y) : y > |x|} i R2 og
f : D → R funksjonen gitt ved

f(x, y) = sin(x2 + y2)
y2 .

Vis at f er begrenset på D. Avgjør deretter om grenseverdien lim(x,y)→(0,0) f(x, y)
eksisterer.

Løsning I polarkoordinater

(x, y) = r(cos(θ), sin(θ)), r ≥ 0, θ ∈ [0, 2π),

er
f(x, y) = 1

sin2(θ)
sin(r2)
r2 .

Ettersom området D kan karakteriseres ved π
4 < θ < 3π

4 , r > 0, er

1 ≤ 1
sin2(θ) ≤

1
sin2(π/4) .

(Merk her at sin er symmetrisk kring y-akseln θ = π/2, og monoton på [0, π/2].
For alle r > 0 gjelder videre at

0 ≤ sin(r2)
r2 ≤ 1,

slik at f er begrenset:

0 ≤ f(x, y) ≤ 1
sin2(π/4) , (x, y) ∈ D.

Grenseverdien lim(x,y)→(0,0) f(x, y) eksisterer derimot ikke: ettersom

lim
r→0

sin(r2)
r2 = 1,

kan vi velge to forskjellige vinkler inn mot origo i D, f.eks. θ1 = π/4 og θ2 = π/2,
og erholde forskjellige grenser (i dette tilfelle 2 og 1).
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Oppgave 5 La F : R2 → R2 være vektorfeltet

F(x, y) =
(
y2x2, 2

3yx
3
)
,

og la γ være den stykkevis glatte kurven gitt av triangelet med hjørner i (0, 0),
(1, 0) og (0, 1) og orientert i den retningen (mot klokka).

a) Finn en stykkevis glatt parametrisering av γ og den utadrettede enhetsnor-
malen n langs med kurven. Beregn deretter∫

γ
F · n ds.

b) Beregn videre ∫
γ

F ·T ds,

der T er enhetstangenten til γ.

Løsning Vi skriver γ = ⋃3
j=1 γj, med

γ1(t) = (t, 0), 0 ≤ t ≤ 1,
γ2(t) = (1− t, t), 0 ≤ t ≤ 1,
γ3(t) = (0, 1− t), 0 ≤ t ≤ 1,

der t svarer mot henholdvis x, y, og −y i parameteriseringen. Den utadrettede
enhetsnormalen på langs disse tre stykker av γ er da konstant på hvert stykke:

n1 = (0,−1), n2 = (1, 1)√
2
, n3 = (−1, 0).

Da blir∫
γ

F · n ds =
∫
γ1

(0, 0) · (0,−1) ds+
∫
γ2

F(γ2) · n2 ds+
∫
γ1

(0, 0) · (−1, 0) ds

= 1√
2

∫ 1

0
((1− t)2t2, 2

3t(1− t)
3) · (1, 1) |γ̇2(t)|︸ ︷︷ ︸√

2

dt

=
∫ 1

0
(1− t)2t2 + 2

3t(1− t)
3 dt

= 1
15 .
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Vi ser at
∂F1(x, y)

∂y
= 2yx2 = ∂F2(x, y)

∂x
,

og feltet F er konservativt med potentialfunksjon f(x, y) = 1
3x

3y2. Ettersom kurven
γ er lukket, får vi derfor at∫

γ
F ·T ds = f(0, 0)− f(0, 0) = 0.
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Oppgave 6 Finn Jakobimatrisen til avbildningen Φ: (r, θ, s) 7→ (x, y, z),

Φ:

rθ
s

 7→
r

2 cos(θ)
r2 sin(θ)

s3

 ,
og vis at Φ har en deriverbar invers på området {(x, y, z) : x2 + y2 > 0, z > 0}.

Løsning Noter at x = r2 cos(θ), y = r2 sin(θ) og z = s3. Jakobimatrisen til
avbildningen Φ gis av

[
DΦ

]
=


∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂s

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂s

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂s

 =


2r cos(θ) −r2 sin(θ) 0
2r sin(θ) r2 cos(θ) 0

0 0 3s2

 ,
med determinant

det(DΦ) = 6r3 cos2(θ)s2 − (−6r3 sin2(θ)s2) = 6r3s2.

Denne er skilt fra null når r og s er skilt fra null, og spesielt da 0 < x2 + y2 = r2

og 0 < z = s3. Det følger av det omvendte funksjonsteoremet at Φ har en entydig
inverterbar invers kring hvert punkt i mengden

{(x, y, z) : x2 + y2 > 0, z > 0}.

Ettersom dette gjelder alle punkter, gir entydigheten at inversen til Φ er veldefiniert
på hele området.
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Oppgave 7 La

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 3−
√

3},

!"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~

S

K

T

være sylinderen med radius 1, bunn i z = 0 og topp i
z = 3−

√
3, og la

K = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − 3)2 = 4}

være kulen med radius 2 og sentrum i (0, 0, 3). Flatene
S og K skjærer hverandre i en sirkel i toppen av S.

a) Beregn volumet av legemet T begrenset av S, B
og planet z = 0.

b) Beregn
∫∫
S curl(F) · n dS for vektorfeltet

F(x, y, z) = (2yz, 0, xy).

Løsning Løs ut z i nederkanten av kulen K:

ztopp = 3−
√

4− x2 − y2 = 3−
√

4− r2

Legemet T kan da i sylinderkoordinater beskrives ved

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 3−
√

4− r2,

og volumet er trippelintegralet over dette område med hensikt på volummålet
dV = r dr dθ dz:

vol(T ) =
∫∫∫

T
dV =

∫ 2π

0

∫ 1

0
r
∫ 3−

√
4−r2

0
dz dr dθ

= 2π
∫ 1

0
r(3−

√
4− r2) dr = 2π

[
3r2

2 + (4− r2)3/2

3

]1

0

= 2π
(

3
2 + 33/2

3 − 8
3

)
= 2π

(√
3− 7

6

)
h 0.57.

For (b), kan vi for eksempel bruke Stokes setning
∫∫
S curl(F) · n dS =

∫
∂S F ·T ds

med randen

∂Sbunn : {r = 1, z = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π},
∂Stopp : {r = 1, z = 3−

√
3, 0 ≤ θ ≤ 2π},
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orientert (sett fra positiv z-akse) moturs i bunn og medurs i toppen.

På bunnen parametriserer vi

γbunn(θ) = (cos(θ), sin(θ), 0), 0 ≤ θ ≤ 2π,

Tbunn = (− sin(θ), cos(θ), 0), ds = |γ̇bunn(θ)|dθ = dθ,

slik at

F|γbunn ·Tbunn = (0, 0, cos(θ) sin(θ)) · (− sin(θ), cos(θ), 0) = 0.

På toppen velger vi i stedet

γtopp(θ) = (cos(−θ), sin(−θ), 3−
√

3), 0 ≤ θ ≤ 2π,

med
Ttopp = (sin(−θ),− cos(−θ), 0), ds = |γ̇topp(θ)|dθ = dθ,

og får (med variabelskiftet τ = −θ) at∫
∂Stopp

F ·T ds

= −
∫ −2π

0
(2(3−

√
3) sin(τ), 0, cos(τ) sin(τ)) · (sin(τ),− cos(τ), 0) dτ

= −2(3−
√

3)
∫ −2π

0
sin2(τ) dτ

= 2(3−
√

3)π.
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Formler og konvensjoner

x = r cos(θ) = % cos(θ) sin(ϕ), 0 ≤ r, %

y = r sin(θ) = % sin(θ) sin(ϕ), 0 ≤ θ < 2π
z = z = % cos(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π.

ds = |r′(t)|dt

dA = dx dy = r dr dθ

dS = |rx × ry| dx dy

(dS = |(zx, zy,−1)| dx dy for z = z(x, y))

dV = dx dy dz = r dr dθ dz = %2 sin(ϕ) d% dϕ dθ

dr = r′(s) ds = T ds = r′(t)
|r′(t)| |r

′(t)| dt

(dr = (dx, dy) = (dx
dt
, dy
dt

)dt for r = (x, y))

curl(F) = ∇× F =
(
∂F3
∂x2
− ∂F2

∂x3
, ∂F1
∂x3
− ∂F3

∂x1
, ∂F2
∂x1
− ∂F1

∂x2

)

∫∫
A

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dA =

∫
∂A
P dx+Q dy

∫∫∫
V

div(F) dV =
∫∫

∂V
F · n dS

∫∫
S

curl(F) · n dS =
∫
∂S

F ·T ds


