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Oppgave 1 Laplace-operatoren er definert ved ∆ def.= ∇ ·∇ = ∂2
x + ∂2

y . La f ∈
C2(R2,R) være en to ganger kontinuerlig deriverbar funksjon som kun avhenger
av r = (x2 + y2)1/2.

Bruk kjerneregelen til å vise at

∆f = ∂2g

(∂r)2 + 1
r

∂g

∂r
,

der g(r) = f(x, y).

Oppgave 2 Gitt kurven γ = {(cos(t), sin(t)) : t ∈ [0, π2 ]} og en funksjon

f(x, y) = (x2 + y2) 3
2 + (x2 + y2) 5

2 ,

beregn kurveintegralet ∫
γ

F ·T ds

for vektorfeltet F = ∇f .

Oppgave 3 La
D = {(x, y) : (x− 1)2 + y2 ≤ 1}

og betrakt funksjonen f : D → R gitt ved

f(x, y) = xy sin( 1
x
), x 6= 0

og satt til f(0, 0) = 0 i origo.

a) Vis at lim(x,y)→(0,0) f(x, y) eksisterer og at f er kontinuerlig i origo.

b) Det indre av D er det åpne området {(x − 1)2 + y2 < 1}. Vis at f er
kontinuerlig deriverbar i det indre av D, og finn alle kritiske punkter til f i
samme område.

c) Vis at f tar sin maksimumsverdi på D i et punkt (x, y) på randen av D, der

2λy = x sin
(

1
x

)
for en λ ∈ R (det er ikke nødvendig å finne dette punktet).
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Oppgave 4 Betrakt mengden

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + 2y2 + 2z4 = 8, z > 0}.

a) Finn tangentplanet til flaten S i punktet (2, 1, 1). Planet skal uttrykkes på
formen Ax+By + Cz = D.

b) Beregn sirkulasjonen
∫
∂S F · dr langs randen av S for et vektorfelt med

curl(F) = (2y,−x, 1). Her er randen ∂S orientert mot klokka sett fra positiv
z-akse.

Oppgave 5 Bruk implisitt funksjonsteorem til å vise at det rundt ethvert
punkt (x, y, z) på S i Oppgave 4 finnes en deriverbar parametrisering r av S.

Oppgave 6 En ellipsoide med halvakser a, b, c > 0 er gitt ved(
x

a

)2
+
(
y

b

)2
+
(
z

c

)2
= 1.

a) Still opp et trippelintegral for volumet inneholdt i denne ellipsoiden. Beregn
integralet.
Man kan oppnå maksimalt 6/10 poeng på denne deloppgaven dersom man utfører beregningen for det

spesielle tilfellet a = b = c når ellipsoiden er en kule med radius a.

b) Still opp et integral for overflatearealet av samme ellipsoide i tilfellet a =
b (med flatemålet utregnet for ditt valg av parametrisering). Beregn dette
integralet når a = b = c = π.
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Formler og konvensjoner

x = r cos(θ) = % cos(θ) sin(ϕ), 0 ≤ r, %

y = r sin(θ) = % sin(θ) sin(ϕ), 0 ≤ θ < 2π
z = z = % cos(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π.

ds = |r′(t)|dt

dA = dx dy = r dr dθ

dS = |rx × ry| dx dy

(dS = |(zx, zy,−1)| dx dy for z = z(x, y))

dV = dx dy dz = r dr dθ dz = %2 sin(ϕ) d% dϕ dθ

dr = r′(s) ds = T ds = r′(t)
|r′(t)| |r

′(t)| dt

(dr = (dx, dy) = (dx
dt
, dy
dt

)dt for r = (x, y))

curl(F) = ∇× F =
(
∂F3
∂x2
− ∂F2

∂x3
, ∂F1
∂x3
− ∂F3

∂x1
, ∂F2
∂x1
− ∂F1

∂x2

)

∫∫
A

(
∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
dA =

∫
∂A
P dx+Q dy

∫∫∫
V

div(F) dV =
∫∫

∂V
F · n dS

∫∫
S

curl(F) · n dS =
∫
∂S

F ·T ds


