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. def. 9 A .
Oppgave 1 Laplace-operatoren er definert ved A ="V -V = 02 + ()5 La f €
C?(R?,R) veere en to ganger kontinuerlig deriverbar funksjon som kun avhenger
: 2\1/2
av r = (22 + )12,

Bruk kjerneregelen til & vise at

A]f - 02'(] + }@
S (Or)?  ror’
der g(r) = f(z,y).
Lgsning Med 7% = 22 + y? er 2r9" = 2z, slik at 9- = £, og tilsvarende er
g—; = ¥ grunnet symmetri i (x,y) i r. Ifglge kjerneregeln er da

8f_8g@_x@

or Ordxr ror
og

ror r2ror

(0r)?’

r

#f 0 (xdg\ 10g xm@g+(a:>2 9%g
(0x)2 Oz \ror)

med tilsvarende uttrykk for %, igjen grunnet symmetri. Summasjon gir na at

S ror  r3or r/ (0r)?
199 _y*0g <y>2 &g
ror  r30r r/ (0r)?

9?9 10g

@ e

2 2 92
Af_lag x@g+(x> 0°g
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Oppgave 2 Gitt kurven v = {(cos(t),sin(t)): t € [0, 5]} og en funksjon

flx,y) = (2 + ") + (2 +47)7
beregn kurveintegralet '
/ F-Tds
for vektorfeltet F = V f.
Lgsning Vektorfeltet ' = V f er konservativt, og dermed er kurvintegralet

(sirkulasjonen) kun avhengig av kurvens start- og endpunkt. Ettersom f er radiell
far vi derfor at [ F-Tds = f(1,0) — f(0,1) = 0.

Et alternativ er & beregne kurvintegralet eksplisitt.

1o}
%(m2+y2)s — 28$(I2+y2)871

for alle s > 1, slik at
F(z,y) = Vf(z,y) = 3r+5°)(z,y),

1
der vi har forkortet r = (22 +y?)2 . Ettersom kurven v er en del av enhetssirkelen 22 +y? = 1 er dess (utatrettede)
enhetsnormal (z,y) og (positivt orienterte) enhetstangent T = (y, —z). Da blir

/F-Tds:/(3T+5r3)(x,y)~(y,—m)ds:O.
¥ ¥

Dette gjelder uansett hvor langt vi integrerer lengs med kurven ~.
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Oppgave 3 La
D={(z,y): (x—1)*+¢y* <1}

og betrakt funksjonen f: D — R gitt ved
f(z,y) = zysin(2), x#0
og satt til f(0,0) = 0 i origo.

a) Vis at lim, ) 0,0) f(,y) eksisterer og at f er kontinuerlig i origo.

Lgsning Det gjelder at

[f(x,y) = £(0,0)] = |zysin(})] < |ay| < [(2,y)]* =0

nar |(z,y)] — 0 (alt. |f(z,y) — £(0,0)] < e dersom |(z,y)| < § med § = /e).
Ettersom f(0,0) = 0 viser dette at f er kontinuerlig i origo.
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. ° ° 1\2 ‘ re .

b) Det indre av D er det &pne omradet {(z — 1)*> + y* < 1}. Vis at f er

kontinuerlig deriverbar i det indre av D, og finn alle kritiske punkter til f i
samme omrade.

Lgsning I det indre av D gjelder 0 < =z < 2. lfglge kjerneregeln er de
partiellderiverte til f der
af

%(x, y) = ysin (%) — % cos <%)

0g
of (1
a—y(x, y) = xsin (;) :
Ettersom disse er produkter og summer av kontinuerlige funksjoner for x > 0 er f
kontinuerlig differentierbar i det indre av D.

Et kritiskt punkt er et punkt for hvilket V f(z,y) = 0. Vi betrakter forst %5 som
er null for 0 < x < 2 ngyaktig nar sin(i) =0,dvsnarx = %, n=12...1
dette tilfelle er

of

L0,y = 4ntry,

som er null for y = 0 (og aldri ellers). De kritiske punktene er altsa

1
(acn,yn):<,0>, n=12...

nm
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c) Vis at f tar sin maksimumsverdi pa D i et punkt (x,y) pa randen av D, der

2 \y = xsin ( )

1
T

for en A € R (det er ikke ngdvendig & finne dette punktet).

Lgsning Ettersom f er kontinuerlig pa D finnes et maksimum, enten pa
randen D = {(z — 1)®> + y*> = 1} eller i et kritiskt punkt i det indre av D.

Alle kritiske punkter i det indre ligger ifglge (b) pa linjen y = 0, der f triviellt er
0. Men i punktet (1,1) er f strikt positiv, s& maksimum ma ligge pa 0D.

Randen er implisitt gitt ved g(z,y) = (x—1)?+y*—1 = 0 sd vi kan bruke Lagranges
multiplikatormetode. Vilkaret Vf || Vg impliserer da at enten ma y = 0, eller
eksisterer et A € R med

2 \y = xsin (i)

i et maksimum (z,y). Da y = 0 allerede er utelukket, intreffer maksimum néar
2 \y = xsin (%)
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Oppgave 4 Betrakt mengden

S={(r,y,2) €eR*: 2® +2¢* + 22 =8, 2 > 0}.

a) Finn tangentplanet til flaten S i punktet (2,1,1). Planet skal uttrykkes pa
formen Ax + By + Cz = D.

Lgsning S er nivaflaten f(z,y,2) = 2% + 2y? + 22* — 8 = 0. Gradienten til
f er derfor normal mot tangentplanet til S i ethvert punkt. Med

n=Vf211) = (4,4,8),
er tangentplanet gitt ved (r — 2,y — 1,2 —1)-n=0,d v s

r+y+2z=05.
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b) Beregn sirkulasjonen [y F - dr langs randen av S for et vektorfelt med
curl(F) = (2y, —z,1). Her er randen 0S orientert mot klokka sett fra positiv
z-akse.

o

Ettersom vi skal beregne [;5F - dr er vi frie & omforme S til en annen stykkevis
glatt flate S med samme rand. Ettersom 98 = {(z,y,2): 2 = 0, 2% + 2y*> = 8} er
et enkelt valg ellipsen

S={(z,y,2): 2= 0,2+ 2> < 8}
med uppéatrettet enhetsnormal n = (0,0, 1). Vi har da ifglge Stokes at

F-dr= | F-.dr
oS oS

= //‘§ curl(F) -ndS

://51@15

ettersom randen OS er antatt orientert mot klokka sett fra positiv z-akse. Det

gjenstar bare at notere at
/ / 1dS = 427,
K

er arealet av en ellips med halvaksler a = 2v/2 og b = 2.

Alternativt kan man beholde S og se at curl(F) - ndS uansett forenkles til dx dy. Ettersom S er nivaflaten
flx,y,2) =22 4+2y2 +22* —8=0er
_ Vi(xy2) _ (22,4y,82%)
Vi@l V@)

enhetsnormalen ut fra S sett fra origo (dette stemmer med orienteringen angitt i oppgaven). S kan ogsd parame-
teriseres som en graf ved (z,y)!, og for grafer gjelder

2 2
dS = [ro x ry|dzdy = \/1+ (52)" + (§2) dedy = [(82, 5. )| dedy, = |V f(z,y, 2)|/| f=| dz dy,

der den siste likheten fglger fra kjerneregeln. Da blir

82 |Vf(z,y,2)|
|Vf(x, Y, Z)I |fz(1’, Y, Z)I

og man trenger slik ovenfor bare notere/beregne arealet av en ellips:

curl(F) -ndS = dz dy = dzdy,

dzdy = 4V2r

0<z242y2<8

1Se f.eks. Oppgave 5, eller lgs eksplisitt for z og skriv S = {(x,y,2): 2% +2y* < 8,2 = Z(x,y)}

med Z(z,y) = (%(8 —z? - 2y2))1/4. Man trenger ikke formeln i den videre lgsningen.
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Oppgave 5 Bruk implisitt funksjonsteorem til a vise at det rundt ethvert
punkt (z,y, z) pa S i Oppgave 4 finnes en deriverbar parametrisering r av S.

Lgsning La f(x,y,2) =22 +2y?+22* —8. Daer f =0 pa S og er i tillegg
overalt (uendelig) deriverbar. Vi har
of

a—(m,y,z) =823 >0, z >0,
z

hvilket garanterar at, for hvert fiksert par (xq, yo), er %(1‘0, Yo, ) (0,00) — (0, 00)
inverterbar. Ifglge implisitte funksjonsteoremet finnes det en (uendelig) deriverbar
funksjon Z: (x,y) — Z(z,y), definiert i et omegn til (xq,yo) slik at

f(x’yaé(x7y)) = 0.

Vi har dermed (lokalt) parametrisert S ved r: (z,y) — (x,y, Z(z,y)), hvilken er
deriverbar i alle komponenter.

Kommentar: Oppgave 5 beviser noe som er implissit antatt i Oppgave 4, nemlig at S faktisk er en flate.
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Oppgave 6 En ellipsoide med halvakser a,b,c > 0 er gitt ved
'\ 2 Y\ 2 2\ ?
B+ (- -
a b c

a) Still opp et trippelintegral for volumet inneholdt i denne ellipsoiden. Beregn
integralet.

Man kan oppnd maksimalt 6/10 poeng pa denne deloppgaven dersom man utfgrer beregningen for det

spesielle tilfellet a = b = ¢ nar ellipsoiden er en kule med radius a.

Lgsning En parameterisering av legemet til ellopsoiden kan oppnéas ved &
skalere vanlige kulekoordinater:

= apcos(f)sin(p),
y = bosin(8) sin(p),
2 = cocos(p),

for 0 € [0,1], 6 € [0,27) og ¢ € [0, 7]. Jakobideterminanten det(®’) for avbildnin-
gen ®: (0,0, ¢) — (z,y,2) er abco?sin(p). Volumet gis dermed ved trippelinte-

gralet
2 pmoprl
// dxdydz:/ / / abc 0* sin(p) do dpdd
v o Jo Jo

2T T 1 47
= abc/ d9/ sin(¢) dgp/ 0*do = —abc,
0 0 0 3

der V betegner legemet innholdt av ellipsoiden.

Et alternativ er & sette z = £, §j = %, z=2 (slik ovenfor), men deretter jobbe videre i kartesiske koordinater.
Det gir, via Jakobimatrisen for avbildningen (z,y, z) — (%, 7, 2),

/// dzdydz:abc/// dz dgdz,
\4 B

der B er enhetskulen med radius 1. Denne kan beregnes eller skrives ned. Noen fler detaljer ma gis, slik i lgsningen

ovenfor.
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b) Still opp et integral for overflatearealet av samme ellipsoide i tilfellet a =
b (med flatemélet utregnet for ditt valg av parametrisering). Beregn dette
integralet nar a = b = c = 7.

Lgsning Parameteriseringen i lgsningen til (a), men na med p = 1 fiksert,
beskriver overflaten til ellipsoiden. La altsa

r(6,p) = (acos(f)sin(p), bsin(0) sin(p), ccos(p)),

der 6 € [0,27), ¢ € [0, 7]. Vi gnsker bestemme

//E dS://E|r9><r¢| d6 de,

der F betegner ellopsoiden. I tilfellet a = b gir en enkel beregning at
Ity x r,|> = a?sin*(¢p) (aQ cos?(p) + sinz(cp)) :

slik at
2w 1
Area(F) = / / asin(p) (a2 cos® (i) + ¢ sinQ(gp)) * dpde.
o Jo

Nar a = b = ¢ = 7, reduseres dette til

2T pm 27 T
/ / 72 sin(p) dpdf = 7T2/ d@/ sin(yp) dp = 473,
o Jo 0 0



MA1103 Flerdimensjonal analyse 22. mai 2018 Side i av i

Formler og konvensjoner

x = rcos(f) = pcos(f)sin(p), 0<rop

y = rsin(f) = psin(f) sin(yp), 0<6<2r

z=1z = ocos(p), 0<ep<m.
ds = |r'(t)|dt

dA =dxdy =rdfdr
dS =|r, xr,[dzdy
(dS = (24, 2y, —1)|dxdy for z=z2(z,y))

dV = drdydz = rdfdrdz = ¢®sin(p) dd dp do

r=r'(s)ds = s:r/(t) r’
dr=r'(s)ds =Td |r’(t)|| (t)| dt.

(dr = (dz,dy) = (%, gt for r=(z,y))

dt

_ _ (OFs _ OF» OFy _ OF3 0Fy _ OFy
Curl(F) _VXF_ (8:172 Ox3’ Ox3 Ox1’ Ox1 8372)



