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Oppgave 1 Betrakt de radekvivalente matrisene
1 1 2 2 1 1 010 —1
1 -1 0 0 —1 01 10 0
A=11 1 20 <] =0 001 1
1 -1 0 2 1 0000 O

og lineseravbildningen T4 : R% — R* gitt ved multipikasjon med A.

a) Bestem rangen og nulliteten til matrisen A.
b) Finn en basis for kjernen (kernel) ker(T4) og bildet (range) R(T4) til Ta.

c) Finn en ortonormal basis for R(74).
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Oppgave 2

a) I en matematisk modell for et naturlig fenomen antar vi at stgrrelsen y er en lineser
funksjon av stgrrelsen x. Det betyr at det skal finnes reelle konstanter a, b slik at

y =ax +b.

Bruk minste kvadraters metode til & bestemme verdier av a og b utifra maledataene
($17y1) = (L]-) (x2ay2) = (172) (Ii’ny?’) = (271)

b) Se pa en markovkjede med overgangsmatrise

0.25 0.5
b= {0.75 0.5]'

Anta at tilstandsvektoren ved tid 0, pg = [1 O}T.
Finn tilstandsvektoren p; ved tid 1.

Finn en stabil tilstandsvektor (steady state vector) for denne markovkjeden. Finnes det
flere slike?

Oppgave 3 La P, veere vektorrommet av reelle polynomer i variabelen x av grad mindre

enn eller lik n, og
T1:P2—>P3 og T21P3—>P2

lineaeravbildningene gitt ved
Ty(p(x)) =z -p(x+1) nar p(zr)€ Py og Ti(q(x)) =4 (r) nar q(r) € P
La sa T veere komposisjonen T5 0 T : Py — Ps.

a) Betrakt standardbasisen S = {1, z, 2%} for P,. La A = [T|ss veere matrisen til T' i basisen
S. Begrunn at

11
A= 10 2
0 0

[SUN NG

b) Begrunn at A er diagonaliserbar. Finn en basis for R?® bestéende av egenvektorer for
matrisen A.

c) Finn en basis B for P, bestaende av egenvektorer for 7T

Hva er matrisen [T]gg til T' i basisen B?
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Oppgave 4 La C[0, ] veere vektorrommet av reelle kontinuerlige funksjoner pa intervallet
[0, 7]. Vi bruker her de vanlige vektorromsoperasjonene pa denne mengden: Punktivis addisjon
og skalarmultiplikasjon.

a) Begrunn at formelen
(fo) == |ty
0

gir et indreprodukt pa C|0, 7]. Du behgver ikke argumentere grundig for positivitetsak-
siomet.

b) Finn reelle konstanter a, b slik at integralet
/ " (1= asin(t) — bsin(31))? dt
0
har minimal verdi.
Til nytte for studenter som ikke har kompetanse innen analyse oppgis folgende fakta:

e Funksjonene sin(t), sin(3t) danner en ortonormal mengde.

e [sin(at)dt = —% cos(at) + C.

Oppgave 5 Betrakt den reelle matrisen
a —b
A= .
i
a) Begrunn — uten & vise til en konkret diagonalisering — at matrisen A er uniteert diago-
naliserbar.

b) Finn en uniteer matrise U som diagonaliserer A

Oppgave 6 La A veere en reell m x n-matrise.
a) Begrunn at AT A er ortogonalt diagonaliserbar med egenverdier A > 0.
b) Begrunn at AT A og A har samme nullrom og samme rang.

c) La r = antallet egenverdier \ for AT A slik at A\ > 0, telt med multiplisitet.
Begrunn at r = rang(A)



