MA2501 Numeriske metoder

Notat om fikspunktiterasjoner

Et fikspunkt for en gitt funksjon ¢ er et tall r slik at r = g(r). Et fikspunkt
iterasjons-skjema er et gitt ved

Tpi1 = g(y), n=0,1,2,---

I dette notatet er vi i forste omgang interessert i a vite:

- Fins et fikspunkt?

- Er det i sa fall unikt?

- Hvis det fins et fikspunkt, vil fikspunktiterasjonene konvergere mot dette?

Folgende teorem gir et tilstrekkelig svar:

Teorem 1 Anta at

i) g € Cla,b] og g(x) € [a,b] for alle x € |a,b)].

i) ¢'(x) eksisterer for alle x € (a,b) og det fins en positiv konstant p < 1 slik
at
lg' ()| < p <1, for alle x € (a,b).

1. Hwis antagelse i) er oppfylt, sa fins minst et fikspunkt i [a, b].

2. Hvis antagelse i) er oppfyllt i tillegg til i), sa er fikspunktet unikt, og fik-
spunktiterasjonene konvergerer mot dette for alle startverdier xo € [a,b].

Bevis: La oss starte med a vise eksistensen av et fikspunkt. Hvis g(a) = a eller
g(b) = b sa sa har vi funnet det. La oss derfor se pa situasjonen hvor hverken
a eller b er et fikspunkt. Da ma g(a) > a og g(b) < b. Definer en funksjon
h(z) = g(x) — z. Da vil

h(a) =g(a) —a >0 og h(b) = g(b) — b < 0.

Siden h er kontinuerlig pa [a, b], og h skifter fortegn, ma det finnes en r € (a,b)
slik at h(r) = 0, denne r er dermed et fikspunkt for g.

Vi viser entydigheten av fikspunktet ved a vise at to ulike fikspunkt er en umu-
lighet nar antagelse 7i) er oppfylt. La r og ¢ begge veere fikspunkt av ¢ i intervallet
la,b], og anta at r # ¢q. Middelverditeoremet forteller at det fins en ¢ mellom r
og p slik at

r—q=g()—g(q) =90 —q.
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Siden r og ¢ ligger i [a,b] ma ngdvendigvis & € (a,b). Dersom ii) er oppfylt
gjelder

r—al =1g9(r) = g(@)| = g"(O)lr — al < |r —q
hvilket er umulig. Det fins altsa bare et fikspunkt under antagelse i).

La oss sa se pa fikspunktiterasjonene. Anta at xy € [a,b]. Siden g(z) € [a,b] for
alle x € [a,b], vil z, € [a,b], n=0,1,2,---. Dermed gjelder

| —an| = l9(r) = g(zn-1)| = |9 (€)lIr — zna| < plr — na] < p"lr — ol
Og siden p < 1 har vi at
lim |r —z,| < lim p"|r — x| = 0.
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Vi har fglgende resultat for en gvre grense for feilen:

Korroler 1 Huis betingelsene i) og ii) er oppfylt sa gjelder

|r — x| < p" max{xo—a,b—x0}

09

for allen > 1.

Bevis: Det forste utsagnet folger av at |r — x| < max{xo—a,b—x¢}. For a vise
det andre, la

r—a1 = g(r)—g(wo) = g(r)—g(z1) +g(x1) —g(x0) = ¢'(§1) (r—21) +9'(&2) (21 —20)
Bruk trekantulikheten og antagelse i), dvs.
[r — x| < plr — @] + plzr — xo

eller

|21 — 20

|r—x1\§1p

Dermed har vi

Pl <5 -l < 15



Korroler 2 Anta at ¢'(x) er kontinuerlig ner r.

1. Huis |¢'(r)| < 1 sa konvergerer fikspunktiterasjonene hvis startverdiene er
tilstrekkelig gode.

2. Huis |¢'(r)| > 1 sa konvergerer ikke fikspunktiterasjonene.

Vi sier at et iterasjonsskjema konvergerer mot r med konvergens orden k dersom
det fins en M < oo slik at

P — 2| < Mlr — 2, "

Teorem 2 Dersom g er k > 1 ganger kontinuerlig deriverbar rundt et fikspunkt
r, o9 ¢g'(r) = ¢"(r) = - = g% V() = 0, mens g®(r) # 0, si konverg-
erer fikspunkt-skjemaet x,11 = g(x,) mot r med konvergensorden k, forutsatt
at startverdiene er tilstrekkelig ner r.

Bevis: La e, =r — x,. Ved a Taylor-utvikle g rundt r far vi

r—2ni1 = g(r) — glzn) = g(r) — g(r — en)

— (ren— 50016k~ = S gt -
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Siden g®)(r) er kontinuerlig rundt r, sa fins en M slik at [¢®)(z)|/k! < M i en
naerhet av r. Vi antar at x,, (spesielt zg) ligger i denne neaerheten. Da gjelder

|7 = @] < Mr— @nl*

Vi far altsa konvergens av orden k forutsatt at xq i tillegg ligger tilstrekkelig naer
rtil at M|r — zoF~1 < 1.



