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Oppgave 1

Vi skal se pa initialverdiproblemet

dx 2x 22

_ = t = —_ =
TR A R T V¢
Vi vil benytte tre metoder for a lgse dette problemet:

1) Forlengs Euler
Tpyl = Tp + hf(tna CCn)

2) Modifisert Euler

h 1
Tn41 = Tp +hf (tn + §>$n + ihf(tna a:n))

3) Eksplisitt Runge-Kutta

kl = hf(tna Z‘n)

h k
k2 :hf <tn+27xn+21>

h ko
kg —hf <tn+2733n+2>

ks = hf(tn + h7 Tp + k3)

1
Tpy1 = Tn + g(k'l + 2ko + 2k3 + ka)

(t+1)2

a) Verifiser at (1) har eksakt lgsning z(t) = THmT)-

tel0,7), z(0)=1.

b) Vi vet at Forlengs Euler er en forste ordens metode og at den oppgitte Runge-Kutta

metoden er av orden 4. Vis hvilken orden modifisert Euler har.

Implementer de tre metodene i Matlab. Dette kan f.eks. gjores ved a lage tre funksjoner (en
for hver metode), som tar som input 7" samt antall steg, N. Steglengden vil da veere gitt som

h=%.

c) Velg en T og beregn feilen for de tre metodene med ulike valg av N. (Start f.eks. med
h = 0.5 og suksessivt halver h.) Plott feilen som funksjon av steglengden, h, og verifiser
at implementasjonen oppfgrer seg som forventet for de tre metodene. (Hint: Bruk

loglog i Matlab.)



d) Velg T = 8, og mal feilen for de tre metodene med h = 0.5. Basert pa disse verdiene,
estimer analytisk hvor mange iterasjoner som trengs med hver av de tre metodene far
4 oppna en feil pa 1077. Hvor mange funksjonsevalueringer tilsvarer dette for hver
metode?

e) I Matlab kan man starte en stoppeklokke med kommandoen tic og stoppe med kom-
mandoen toc. Sammenlign tidsbruken for de tre metodene nar resultatet fra for-
rige punkt brukes (dvs. alle metodene bgr gi en feil pa ca. 1077). Sammenlign
ogsa tidsbruken for de tre metodene nar samme antall steg brukes. Hvordan stem-
mer tidsmalingene med resultatet fra forrige oppgave hvis man antar at funksjonseval-
ueringer er den dominerende operasjonen?

Oppgave 2

Vi gnsker na a lgse problemet

2" =21 —2%)2' +2=0, z(0)=2, 2/(0) =0. (2)

a) Skriv om dette problemet til et system av fgrste ordens ordingere differensialligninger.
Hva blir initialbetingelsen for dette systemet?

For & lgse dette systemet skal vi bruke folgende numeriske metode:

h
Xpt+1l = Xp + §(f(tn7 Xn) + f(tn+17 Xn-f-l))' (3)

Denne metoden har feilledd O(h?), og er et eksempel pa en implisitt metode i og med at f
evalueres i x,, 11 1 hvert tidssteg. x,11 er derimot vektoren vi gnsker & finne, og dette betyr at
vima lgse et (i dette tilfellet) ikke-linesert ligningsystem for hvert tidssteg. Vi vet at Newton’s
metode for system er et godt alternativ for lgsning av slike problem.

b) Hvordan blir det ikke-linesere systemet som ma lgses for et gitt tidssteg? Hvilke initial-
betingelser vil du bruke for lgsning av dette systemet?

For dette problemet har vi ingen eksakt lgsning tilgjengelig. Det vi derimot kan gjgre er a
bruke en av Matlab’s innebygde lgsere til a lgse problemet med hgy ngyaktighet, og anse
denne lgsningen som eksakt lgsning. Dette kan gjores pa folgende mate:

options = odeset(’RelTol’,1le-10,’AbsTol’,[1le-10 1e-10]);
[t,xe] = odedb(@f,[t_s t_el,[x1_0; x2_0],options);

Her setter options ngyaktigheten man gnsker at lgsningen skal ha. f er funksjonen som
beskriver hgyresiden i systemet. Den skal veere gitt pa formen:

function xd = f(t,x)
xd = zeros(2,1);
xd(1) = ...

xd(2) = ...



@f betyr at det er et funksjonshandtak som sendes inn. t_s og t_e er starttid og sluttid x1_0
og x2_0 er initialverdier for systemet du fant i a). ode45 returnerer t som er en kolonnevektor
(som vi pa forhand ikke vet lengden pa) som inneholder verdier i [t_s,t_e| hvor lgsningen
er approksimert. xe inneholder to kolonnevektorer (hver med samme lengde som t) med
approksimerte verdier for de tilhgrende tidspunktene spesifisert i t. Det siste elementet, som
tilsvarer lgsningen ved tid t_e, kan da finnes ved xe (numel (xe(:,1)),1).

c) Implementer metoden (3) og lgs systemet (2) i intervallet [0,20]. Vis at den imple-
menterte metoden er av forventet orden.



