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Abstract

Dette notatet tar for seg interpolasjon med polynomer. Notatet er ment som et tillegg til lsereboken i
1162, og forspked framstille dette stoffet klarere og mer utfyllende enn i laereboken.

1 Vandermonde likningssystemer

Vi har gitt n + 1 z-verdierxg, z1, ..., x, 0gn + 1 y-verdier fy, ..., f,. Disse punktene kan enten veere
malepunkter fra et eksperiment, eller punkter som kommer fra beregning av en gitt funksiery,(z;).
Interpolasjonsproblemebestr i at vi gnskea finne etr-te gradsp(x) som dar gijennom alle punktene. Vi
skal se at dersom allg er forskjellige € finnes ngyaktig ett polynom av gracdsom Igser dette problemet.
De ulike matened Igse interpolasjonsproblemet gir altdet samme svaret, men i ulik form.

En enkel nate & finne interpolasjonsproblemet &rsette opp etékalt Vandermonde likningssystem
Huvis vi skriver

p(x) =po+prz+ ...+ ppa”

vil p(z;) = fifori =0,1,...,n gilikningene:

po+ Top1 +5p1 + ... +T4pn = fo
po+TipL +2ip1 ...+ alp, = fi
Po+ Tpp1 + 22p1 . F TP = fa

som i matriseform kan skrives som:

1 @ 3 ... af Po fo
1 = a:% RO A P1 f

: I I I (1)
1 oa, a x Pn fn

Koeffisient matrisen i dette systemet kalles Vandermonde matrisen for interpolasjonspunktenez,, .
| Matlab har vi en rutine vander  som lager en slik matrise, bortsett fra at kolonnene kommer i motsatt

rekkefalge. Fol fa matrisen nayaktig slik som dettéarai speile den med kommandoefiiplr . Vi
kan altsé finne koeffisientene tj(x) med kommandoen:
p = fliplr(vander(x)) \f.

Her erx, f ogp allen x 1 vektorer. Siden alle vektorer i Matlab starter med indeksen 1, hat(®i: =
zi—1,f(0) = fi-109p() =pi-1.

Vi bar vel her ogé bemerke at dersom vi hadde uteldtplr , ville vi fatt de samme verdiene,
men i motsatt rekkefalg®, = [ p.,...,p1,p0] . Nar Matlab i ulike sammenhenger representerertet
grads polynom med em-+ 1 vektor, € legges koeffisienten forart i fgrste posisjon, mens konstant leddet
legges i siste posisjon. Dette er grunnen til at Vandermonde matrisen Eagedift uvanlig nate.



2 Interpolasjon i Lagrange form

Lagrange lgsningenginterpolasjonsproblemet er en form som ikke krever lgsning av et likningssystem.
La oss for enkelhets skyld sé filfellet dern = 3. La polynomené; () for i = 0, 1,2, 3 veere gitt som:

b(z) = (z—x1)(x—22)(z —23)/(20 — 21)(T0 — 2)(T0 — T3)
hz) = (z—=z0)(x —a2)(z —x3)/(21 — m0) (21 — 2)(T0 — T3)
l(z) = (z—w0)(z—x1)(z —23)/(x2 — T0) (22 — T1)(22 — 73)
ls(z) = (z—=z0)(x—21)(z —22)/ (23 — m0) (23 — 21) (23 — T2)

“Vi ser lett at” (som det heter i matematisk sjargong) disakadte Lagrange basis polynomene tilfredstiller
li(z;) =1, li(x;) =0 forj # 1.
Dermed ser vi ved innsetting at polynomet
p(z) = lo(x) fo +li(z) f1 + la(2) f2 + 13(2) f5
lgser interpolasjonsproblemet. Vi har f.eks.
p(z2) = lo(@2) fo+ li(z2) fi + l2(x2) fo + ls(22) f3=0-fo+ 0 - f1 +1- f2+0- f3 = fo.

Denne metoden kan selvsagt benyttes uamsedvis vi lar tegnef | betegne produktet av mange ledd, og
S~ betegne summasjoraifvi den generelle Lagrange formen skrevet som:

j=0
J#i
og dermed
pla) =Y L) fi=> sz—;z;- fi- 2
i=0 i=0 \ j=o " J

J#i
Dette er en eksplisitt formel som lgser interpolasjonsproblemet. Dermed har vi vist halvparten av falgende
resultat:

Teorem 1 Gitt n+ 1 punkt(zo, fo), (%1, f1), - .., (zn, fn). Dersom alle{x;}1_, er forskjellige, finnes det
ett og bare eth-te grads polynom som interpolerer i alle punktene.

Fora vise at det kun er ett interpolerende polynom, kan vi tenke oss attd imaerpolerende polynom,
p(x) 0ogq(z), begge av grad. Damar(z) = p(x) — q(x) veere et polynom av grad hgyssom ham + 1
nullpunkt, i aller;. Med unntak av(z) = 0, finnes det ingen slike polynom. Dermedp(z) = ¢(z), og
vi har vist at det er kun ett interpolerende polynom.

3 Dividerte differanser

Dividerte differanser er en rekursivatea bygge opp det interpolerende polynom der en kan ta med fler
og fler punkt, og stoppeam en er forngyd med resultatet. Dette erégfte den billigste ratena lage
interpolasjonspolynomet. Vi skal o@se at denne metoden kan brukes til mange andre ting, slikhsom
regne ut deriverte til interpolasjonspolynomet, eller finne polynom som interpolerer verdien til en funksjon
i noen punkter og den deriverte til funksjonen i andre punkt.



Prinsippet for dividete differanser er at vi bygger opp en tabell som fglger (igjenrmed3 som
eksempel):

ro — f[xo]
N
/" flzo, o1]
N
o f[$1] /f[woyfl,xz]
N N
/f[Il,ZZJQ} N /f[‘To,Il,.CCQ,l':;]
ry —  flx] " flaen, xo, 23]
N
/f[x%xl%}
r3 —  flas]

Interpolasjonspunktene fgres opp i de to farste kolonnene, og de gvrige kolonnene regnes ut etter rekursjons-
formelen:

f[zv] = fi= f(xq)
flzi,wipa] = w
3)
flon i, wisn] = fl@iv1, @it o, Tigr| — @i Tiga, oo, Tipr—1)

Tit+k — T4

Newtons interpolasjonsformel uttrykkes ved tallene i den gverste NV-S@ diagonalen i differansetabellen
som

p(z) = flzo] + (x — wo) flzo, 21] + (x — 20)(x — 21) [0, T1, T2] + - -
+(@ —wo)(x —21) - (. — 2p1) flT0, 7150 -, B0 (4)

Vi vil n & vise at denne formelen er korrékDen holder opplagt fon = 1, og fora vise at den holder
generelt bruker vinduksjon dvs. vi antar at den er korrekt opptil= k£ — 1 og vil fra dette vise at den er
korrekt forn = k. Hvis formelen er korrekt opp tik = k& — 1, kan vi danne to polynomer;_; () som
interpolerer i punkteneg, z1, ..., zx_1 09 gx—1(x) som interpolerer i, xs, . . ., xx. Disse finner vi ved
alage dek — 1 farste leddene i de to gverste diagonalene i differansetabeléeskiVer vi polynomet som
interpolerer i punkteneg, z1, . .., xx som:

pr(x) = pre—1(2) + cr(z — zo)(x — 21) -+ (& — @),

derc;, er en konstant som vi earikke kjenner. Dette énveere ok, siden det siste leddet er et polynom av
gradk som har nullpunkt izg, 21, ..., zr_1. Dermed gdelegger ikke dette leddet noen av interpolasjon-
spunktene tipy_1(z). Dessuten kan vidp(z) til & oppra en hvilket som helst verdi i punktef, veda
justerec;,. Fora finne den riktige:;,, merker vi oss at;, er koeffisienten foran leddet av hgyest grad,

pr(z) = crz® + ledd av orden:* ! og lavere.
Det litt vanskelige tricket i dette beviset bast at vi & ogs skriverp;, () som

T — X T — Tk

pr(z) = p— Qr—1(z) — P xopk—l(l‘)- 5)
Vi kan verifisere at dette ogser korrekt ved sette inn alle punktena, . .., z;, 0g se at dette polynomet
faktisk interpolerer overalt. Dette kan dere sjekke selv. (Hugkaf(z;) = f(i)fori =0,1,...,k— 1

1Beviset som falger kan hoppes over ved fgrste gangs lesning Anfiersf slike bevis gker foréelsen og gir god trening i
bevisfarsel.



09 qx_1(x;) = f(i) fori = 1,2,..., k). Na finner vi tilsluttc,, fra (5) veda regne ut leddet av hgyest
grad. Vi vet at leddene av hgyest gragki ; (z) 0g qx_1 () er henholdsvisf[zo, 1, ..., zx_1]z* ! og
flz1, 29, ..., 2]z 1. Dermed gir (5) at hgyeste ledgj (x) blir:

k __ f[mlax27"'7xk]zk f[x()amla"'vxk—l]xk
CrT = —
T — To T — Xo
hvilket viser at
xr1,%; e s Ll — JIXOs L1y oo sy Lo—
c;CZf[xo,an,...,xk]:f[ L B2 Th] = Flo0, @1, Toma]
T — Xo

Dette viser at Newton formen er korrekt @g®rn = k, og induksjonsbeviset er fullfart.

3.1 Interpolasjonsfeilen

Vi vil na se hva feilen i polynomisk interpolasjon blir i et gitt punktiersom dataeng kommer fra en
funksjonf(x) som kan deriveres + 1 ganger. Det letteste &rbenytte Newtons formel, og sé r, f())
som et siste interpolasjonspunkt! (Et trick som kanskje synes rart farste gang). Newtons formel gir da:

f@)=pps1(x) = fleol+ -+ (@ —20) (& —xpn-1)flro, .., 2n] +

= (z—x0) - (x—x)f[zo,. ..\ Tn, 7]
Dette gir feilen som siste ledd:
e(x) = f(z) —pu(z) = (z — mo)(x —21) -~ (@ — @) w0, 1, .., T, - (6)

Det kan vises (men vi utelater beviset her) at dergoarn 4 1 ganger deriverbarésfinnes det alltid et
punkté € (zg, 1, ..., Ty, z) slik at

1 d"f(E)
(n+1)! dantt

f[IOa‘rl7"'7xn7I]: (7)
Dette resultatet viser at hgyere ordens differanser vanligvisavihgot null rar vi tar med mange punkt.

Problemet med feil i polynomisk interpolasjon er ikke knyttet til denne faktoren, men heller til poly-
nomet(z — xo)(x —x1) - - - (x — ). La oss plotte dette for tilfellet = 10, z; = 0,1, ...,10. Komman-
doene under gir Figur 1.

Xi 0:10;

p = poly(xi);

xval = 0:0.1:10;

pval = polyval(p,xval);

plot(xval,pval)

hold on

plot(xi,zeros(size(xi)),'0")

title(Feilpolynom ved n=11, ekvidistante xi.’);

Vi bar vel her ogé nevne at dersom vi har mulighetdilelge interpolasjonspunkter, kan vi faktisk klare
a interpolere ngyaktig med hgyereordens polynomer. Tricketegge interpolasjonspunktene tettere mot
kantene. Dette henger sammen med noe som heter Chebychev polynomer som er pensum i kursens 1161 og
I1264. Dette er viktige ting i mange deler av numerisk analyse. Figur 2 viser feilen ved interpolasjon med
11. grads polynomar vi har valgt disse interpolasjonspunktene. Maksimalfeilen er blitt ca. 100 ganger
mindre, redusert fra cd. 10% f(11 (¢) /11! =~ 0.1- fA1 (€) til omlag4-10* f(D(£) /11! &~ 0.001- A1 (€).



x 10° Feilpolynom ved n=11, ekvidistante xi.
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Figure 1: Feilpolynomp = 11, ekvidistante punkt.

3.2 Hermite interpolasjon

Malet i dette delkapittelet ei regne ut et interpolerende polynom i tilfellet der en vet hvilke punkter
polynomet skal § gjennom noen steder, og en vet hva den deriverte skal veere andre steder. Vi skal ikke
diskutere de eksakte betingelsene for eksistens og entydighet av lgsningen, men det er opplagt at hvis alle
betingelsene vi @legger dreier seg om deriverte og evt. hgyere deriverte, kan ikke problemet ha entydig
lcesning, da konstantleddet til polynome#ifall kan velges fritt. & vi antar at minst en av punktene gir
verdien til polynomet.

La oss ta utgangspunkt i likning (7), skrevet som

1 d*
f[m07x17"'7xk] = E d‘];(]f) forge (.%'07.'1?]9)-
La na alle punktener; neerme seg et gitt punkt Da ma f[xo, ..., z,] — d*f(Z)/k!dz". | tilfellet der

samme tallz inngar k + 1 ganger i differansen velger vi derférdefineredividerte differanser som en

derivasjon: .

= = oder 1dVf(E)
f[l,x,...,ff] - k! dajk (8)

Ideen er @& at dersom vi i et punk kjenner derk’te deriverte avf, s far vi dette inn i differansetabellen

veda gjenta samme punkt+ 1 ganger. Som eksempehglenne metoden kan vi finne et polynegix)

som har skal interpolerg(z) med falgende betingelser:

F0)=0,f(0)=1,f(1)=2,f(1) =3, f'(1)/2! = 4.

Vi setter opp differansetabellen. (Jeg har satt en strek under alle tall vi puttet inn i starten. De andre er




. x 10" Feilpolynom ved n=11, Chebychev punkt
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Figure 2: Feilpolynomyp = 11, Chebychev punkt.

regnet ut.)

0 — 0
1

0o — 0 1
2 0

1 - 2 1 3
3 3

1 - 2 4
3

1 - 2

Na kan vi ga samme rate som fer lese av interpolasjonspolynomet:

paz) = 0+ —0)-1+(x-0>%1+@x-0>* (z—1)-0+(z—-07>*z—-1)2-3=
= z+2°+32%(x - 1)

3.3 Baklengsregning i differansetabellen

Dette at vi kan & fram deriverte ved gjenta samme punkt mange ganger i differansetabellen er kjekt ogs
for aregne uthva de (hgyereordens) deriverte til et interpolasjonspolynom er i et gitt punkt. Dette er en
utregning som ofte er vanskelégfa korrekt dersom vi gjar det rett fram védderivere polynomet gitt i
Newton form.

Teknikken vi skal bruke er baseraiglgende observasjon:

Lemma 1 Dersomf(z) = p,(z), etn’te grads polynom,&er f[zo, z1, .. ., 2, konstant, uavhengig av

{ai}.
Bevis: Dette fglger direkte fra likning (7%



For et interpolerende polynom framkommet ved en dividert differansetabell kan en derfor regne ut
deriverte ved utvide tabellen oppover med kopier av punktet der en vil derivereggie baklengsed
a starte mec kopiere hgyre punkt i tabellen oppover. La oss illustrere med et eksempel der vi farst har
funnet polynomefp(z) av grad 3 som interpolerer(il, 1), (2,5), (3,14), (4,30). | differansetabellen
nedenfor er alle tallene uten nedre indeks de vi har regnét defie stadiet. Vi har aifunnet polynomet

px)=14+4(x—-1)+5(x—1)(z—2)+2(x—1)(z — 2)(z — 3).

Na ensker va finnep(0), p’(0), p” (0) ogp”’(0). Vi gjer dette vech kopiere opp hayre element i tabellen
og regne baklengs. De nedre indekseadatiene indikerer hvilken rekkefglge vi har funnet dem.

0 — -5
115

0 — —bs 76
115 2

0 — -5 —5y4
65 2

1 - 1 1
4 2

2 — 5 5
14 2

3 — 19 11
36

4 — 55

Herfra leser vi & av: p(0) = —5, p’(0) = 11, p”(0)/2 = —7 0ogp”’(0)/3! = 2. Legg ogé merke til at vi
fra den gverste diagonalen kan lese av polynomet i den vanlige potensformen:

p(z) = =5+ 11a — 72% + 223

Denne teknikken er faktisk den billigsteatena regne om et polynom fra Newton form til potens form.

3.3.1 Taylors formel med feilledd

Hvis vi velgern + 1 z-verdier i differansetabellealle veere samme tally, sa blir interpolasjonspolynomet
med feilledd gitt som:

fl@) = flwo] + (z — m0) flwo, mo] + (z — m0)® flzo, T, o] + - - -
+(x — 20)" flx0, - - -y T0] + (T — 20)" T flwo, . . ., 0, 2] =
= o)+ T ) 4 EI g ©
x — x0)" x — xo)" !
ol 100 )+ E S 000, € € (a0)

Vi ser altsx at Taylors formel med feilledd faktisk er et spesialtilfelle av den generelle Newton formen for
interpolasjonspolynomet!

3.4 Ekvidistante interpolasjonspunkt

Vi avslutter dette notatet meildiskutere tilfellet der avstanden mellamog z; 1 er konstant for alle

i. Vi har altéz; = zq + ih. | dette tilfellet blir mange av uttrykkene spesielt enkle, men teorien er i
prinsippet den samme som beskrevet over. La oss introdfmereer differanse operatoreA som virker

pa en sekvensf;} ved

Afi = fiy1 — fi. (10)



Hayere differanserdr vi veda anvende) flere ganger:
A?fi = AAfi) = A(fiyr = [i) = fixe = firr = firr + fi = fiva = 2fix1 + fi.

Vi ser at forskjellen mellom en differanse og en dividert differanse er kunkéeitrinn av dividerte
differanser deler vi meé&h. Dermed har vi

AFf = BEE flag, Tigs - Tign] (11)
Det er nyttiga introdusere ved
Tr — X
h

som gir (x — x;) = h(s — k). Vi kan na sette inn i likning (4) og& den &kalte Newton—Gregory
interpolasjonsformelen

(12)

S =

p(z) = plxo+sh) = f(zo) +sAf(zo) + S(LTDAQf(a:o) L3 =D —2) s

2 3!
gz ot D g gy, (13)

3.4.1 Lek med symboler

Tilslutt vil vi leke oss litt med symboler, og se at denne formelen faktisk kan utleles ganske annen
mate. De som ikke liker denne typen lek kan uten problemer la vedese dette avsnittet. Vi vet at
e =1+x+2%/2+...+2"/il +.... Vikan da kanskje si at:

B SR AL S L
N de ~ 2'dz?2 7 il dxt

Fra Taylors formeldr vi

h2 d2 hv dl

eh%f(xo) = f(xo) —I—hdile(xo) + i@f(ﬂﬁo) +...+ F@f(xo) +...=f(zo+h).

Hva er & A? )
Af(wo) = flao +h) = f(zo) = (" — 1) f(zo).
Vi har alt@ e = I + A. Men da n&
4

i _ (eh—) = (I+A)°.

Dermed har vi )
flwo + sh) = e f(ao) = (I + A)° f(x0).

Fora gi dette en form som kan brukes i beregninger benytter vi ékaltebinomial formelen

(s

-1

1) (s—i+1
(a—i—b)szasﬁ—sasflb—i—s 3 s(s ) (s—id

7!

a® 7+,
som faktisk gjelder ogsnar s ikke er heltall, dersom vi fortsetter i det uendelige. Dette gir oss Newton—

Gregory’s formel dersom vilat = I ogb = A.

Koeffisientene
s(s—1)---(s—i+1) <s>

il v

kallesbinomial koeffisienter

LIV X RORVE X RVAVE X RORVE ¥ ROV )



