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Oppgave 1
Vi har
x In l+i2 ' xIn l+i2 lim xIn l+i2
Iim(1+i2j :Iime( Xj =lime [ Xj:e“‘ ( XJ.
X—0 X X—>0 X—>0
Her er
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1 In(1+12j-g X (1+12j (1+12j
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der I’Hoptital er brukt i overgangen merket %

Altsé er
Iim(1+i2j =e’ =1,

X—0 X

Pa neste delspgrsmal kan en bruke I’Hoptital tre ganger:

0. 0.
_sinx?=x?0 _ 2xcosx®*—2x . cosx®—10
lim————_—lim————=lim————
x—0 X X—>0 6)( X—>0 3X

0.,
fim ~2XSin x*  1sinx* ° 12xcosx’* 1
x>e  12x3 6 x> — 6 2x

Alternativt kan en bruke Taylorrekka til sinu, sette u = x*, og se at grenseverdien blir
1 1

Oppgave 2

Kurva x =2y — y®skjeerer y—aksen fory=00gy =2 . Altsa er omradet som skal
roteres om linja y =1 gitt ved {(x,y):0<x<2y-y*,0<y<2}.



Ved sylinderskallmetoden er

AV = 27rhAy,
der
r=1+yog h=2y-y?.

Dette gir volumet

‘ ) 167
\Y =I27z(1+ y)(2y—y )dsz'
0

Oppgave 3

Kurvene y = x’0g y = ¥/x skjeerer hverandre i (0,0)0g (11), og for 0<x <Zler

3x —x*>0. Altsa er arealet begrenset av de to kurvene gitt ved

N |-

1
4

Nlw

e oo

Omrédet er symmetrisk om linjay = x siden y =3/x og y = x®er omvendt funksjon til
hverandre. Altsd er X =y, der (X, y)er tyngdepunktet. Vi har

1

7=%jx(§/§—x3)dx=%ﬂxg—X4de=2(§—%j=g.

0

Det vil si at tyngdepunktet er E,E :
35 35

Oppgave 4

Ligningay’ = y? +1i, og initialbetingelsen y(O) = 0er gitt. Med steglenge h=0.2 gir
—X

det fglgende rekursjonsformel for Eulers metode:

X, =X, +h, X, =0, yn+1=yn+0.2[yn2+1i], Y, =0.

n

Dette gir
1
=0.2,y,=0+0.2| 0°+— |=0.2,
X Vi ( 1 0]

1
1-0.2

X, =0.4, Y, =o.2+o.2((0.2)2+ j=0.458.



Altsé er tilnzermet verdi for y(0.4) gitt ved y, = 0.458 .

Oppgave 5

NG

For n=1harvi a = 20032 —27 V2, som stemmer.

Antanaat a, _2cos(2 jforen vilkarlign>1. Daer

a ., =.2+a \/2+2003(2M] \/2(1+cos(27n[ﬂj]:
2| 2cos?| 22 | | = 2. |cos? Lz =2|cos Lz =2c0s Lz ,
2 2n+ 2n+ 2n+

der vi kan ta vekk absoluttverditegnet siden cos( 2?;2 j >0.

Ved induksjon er altsé a, = 2cos(2 Jfor n=123..

Oppgave 6a

o0

1 1
ogb. =— . Daer I|m— 1.Siden » —-eren konvergent p -rekke
IR e by nzzl‘nz P

2 n
=2),er
(p=2) ;na-‘rl

Laa, =

konvergent ved grensesammenligningstesten. Alternativt kan man

1
<—,

bruke sammenligningstesten med samme rekka. Siden 0 < a, = >

n

. Integraltesten er ogsa mulig, men arbeidsom.

3

konvergerer "
n=1

For & undersgke rekkaz
—2 nv/Inn

Jaf(x)=——

xXA/In x

.Daer ]E f (x)dx:j[gﬁ]:

. . o o =1
der integralet er beregnet ved variabelbytteu = In x. Altsa divergerer z I ved
n=2 n n

H

integraltesten.

Oppgave 6b



2n+1

. = X . .
Fra formelsamlingen har en arctan x =" (-1)" > 1for|x| <1. Alternativt, har vi
- n+
h du
arctan x = J' = I . For |x| < loppfyller integrasjonsvariablenu ulikheten
0

|u|<1. Altsa er ‘—u ‘ < 1for|x| <1, og vi anvende formelen for summen til en geometrisk
rekke. Slik at for|x| <1er

arctanx::[% j}'(no jdu—I( y 2njdu For|x| <1kan vi bytte om

rekkefglgen pa summasjon og integrasjon. Altsa har vi

2n+l

tanx=> gy =3 (~1)" X — for|x|<1.
arctan x HZ:; ju u nzo( ) | or|x| <
Dette gir Taylorrekka
arctanx 1 & n XM & n X

X xnzo( ) 2n+1 HZ:;( ) 2n+ or|x|<

Altsé er
arctan X Ti X" _ i(_l)n ]19 X" dx = i(_l)n 1
0 X 0 n=0 2n+1 n=0 0 2n+1 n=0 102”+1(2n +1)2 .

Dette er en alternerende rekke, og vi lgser ulikheten ;2 <10%for &

10" (2n+1)

bestemme antall ledd som er tilstrekkelig for gnsket presisjon. Ved inspeksjon ser vi at
n = 3er minste heltallsverdi som oppfyller ulikheten. VVed restestimat for alternerende
rekke er altsa

arctan X 2 n 1
-1) ———————=0.09988929,
! g;( 10° (2n+1)°

med feil mindre enn 10°%,

Oppgave 7a

Volumet til ballongen ved tiden t er V (t) = %ﬂr3 (t), og overflatearealet til ballongen

er A(t)=4zr?(t). Ballongen lekker med en rate pa kA(t), mens den fylles med raten
Q = 4z cm®/min. Dette gir ligninga (massebalanse)



Vi har (L—\:(t) = 4r? (t)%(t). Altsé er

47rr2(t)%(t):47r—k47zr2(t).

Slik at for 0 < r(t) <10 kan dette skrives som

(fzr(zt()t—);J%(t) = &

Vi setterk = i som gir
100

r’(t) dr,, 1 .
[rz(t)—mo]E(t)_—ﬁ' ®

100
r2-100

100 Ydr 1
1+— — -
r2-100)dt 100

Denne oppgaven kan ogsa lgses uten polynomdivisjon ved a sette uttrykket i parentesen
i det oppgitte svaret pa fellesnevner og sammenligne med (*).

Polynomdivisjon gir r?:(r®~100) =1+

Altsa er

Oppgave 7b

Ligninga er separabel, og allerede pa separert form. Dette gir

J.(1+ 2100 jdr=—j£ = 1+ 100 dr=—L+C IS
r--100 100 (r+10)(r—10) 100

r-10

[[1+5 L 1 Ngr=— b yc o rogintri0__ ¢
r—10 r+10 100

r(0)=0gir C=0. Altsd er lgsninga r(t) gitt implisitt ved

r(t)+10 t
r(t)—5|n| ( )—10%:_100'

Ir(t



For & finne t nér r(t)=5, setter vi r(t) =5 i uttrykket over. Dette gir

t=500(In3-1)~49.306. Altsd er r =5cm ved tident =500(In3-1) min.



