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Induksjonsprinsippet — med noen eksempler
TMA4100 Matematikk 1

Induksjonsprinsippet  Anta at for hver n € N har vi gitt et utsagn P,.
Anta videre at vi vet at fglgende to krav er oppfylt:

(i) P er sann.

(ii) Dersom Py er sann for en k € N, sa er ogsa Py sann.

Da er P, sann for alle n € N.

Eksempel 1
Vi skal vise ved induksjon at summen av de n forste naturlige tallene er n(n + 1)/2. Pastanden P, er i
dette tilfellet 1 +2+3 +---+n =n(n+1)/2, eller, om vi bruker summetegn,

“\ n(n+1)
P, : Z;z ==
Vi ma fgrst sjekke at formelen er riktig nar n = 1 slik at P; er sann. Setter vin =11 P, far vi
1
1(1+1 1-2
Pl : ZZ = % dvs. 1= T

som opplagt er riktig.
Vi antar sa, som induksjonshypotese, at P, er sann for n = k, det vil si
E
k(k+1
A Si=
i=1

og ma vise at da er P, sann for n = k£ + 1. Vi ma altsa vise at

k+1
. o (k+1)(k+2)
Pk+1. éllzf.

Det kan vi gjgre ved a dele opp summen pa venstre side i to slik at vi kan bruke induksjonshypotesen
pa den forste delen:

k+1
Z“ZH (k+1) k(k+1) (k+1>:k(k+1);r2(k+1):(k+1)2(k+2).

Altsa er Pyt sann, og ved induksjon fglger at P, gjelder for alle naturlige tall n > 1.
Pa tilsvarende mate kan vi vise summeformler som for eksempel:

i 1y 2 +1)@2n+1)
2(21—1)—11 og Zz 5

i=1

(Summen av de n fgrste oddetallene er n?, og summen av de n fgrste kvadrattallene er n(n+1)(2n+1)/6.)
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Eksempel 2 Eksamen Matematikk 1A 16.12.9/
Vis ved induksjon at

sin(2"w)

(1) cosu - cos 2u - cos 4u - cos 8u - - - cos(2"Tu) = :
2" sinu

for alle hele tall n > 1.
Setter vi n =11 (1), har produktet pa venstre side bare en faktor, og formelen (1) reduserer seg til

sin 2u

CoSU = —
2sinu

som er riktig siden sin 2u = 2sinw cosu. Anta sa at (1) er OK for n = k:

_ sin(2%u)
2 - cos 2u - cos duy - - - cos(2¥Lyy) = o= W)
(2) cosu - €os 2u - cos 4u - - - cos( w) g
Vi ma vise at da er (2+1)
sin(2° T
. 2 - A - - - oky) = 22

cosu - cos 2u - cos4u - - - cos(27u) ST s

Det gjor vi ved a bruke induksjonshypotesen (2) og identiteten sinwvcosv = % sin 2v:

cosu - cos2u - cosdu - - - cos(2u) = [cosu - cos2u - - - cos(2¥ )] - cos(2¥u)

~ sin(2Fu) sin(2%u) cos(2Fu)  Lsin(2-2%u)  sin(2FHlu)

k
- -cos(2%u) = - = . = . .
2k sinu (2"u) 2k sinw 2k sinu 2k+1lgin

Ved induksjon fplger det at formelen (1) gjelder for alle hele tall n > 1.

Eksempel 3 Bernoullis ulikhet
Vi skal vise Bernoullis ulikhet

(3) 14+z)">1+nz forz>-1
for alle hele tall n > 0.

Siden pastanden i dette tilfellet skal gjelde for n > 0, starter vi med a kontrollere at den er riktig for
n = 0. Setter vin =01 (3), far vi
1>1 forx>-1

som apenbart er riktig. Vi antar sa at
4) (A+z)f >1+ker forxz>-1
for et vilkarlig helt tall £ > 0, og ma vise at
(5) (1—|—a)‘)k+1 >14+(k+ 1z forz>-1.
Multipliserer vi begge sider av ulikheten (4) med z + 1 (som er ikke-negativ nar « > —1), far vi
(1 + ) > (14 kx)(1 + ).
Det bruker vi for a vise at (5) holder:
I+ > Q4+ ke) 1 +2) =1+ (k+ Dz +ke® > 1+ (k+ 1)z

der den siste ulikheten gjelder siden kx? > 0. Dermed er (5) riktig, og Bernoullis ulikhet fglger for alle
hele tall n > 0 ved induksjon.



