® NTNU TMA4100 Matematikk 1
Institutt for matematiske fag h gsten 2012

Lesningsforslag - @ving 7

Avsnitt 6.5
a) En har at ¢ = —e @, 88 2y + 3y = —2e 7+ 3e T = ".
b) En har at ¢y = —e™ % — %e_(?’/”x, $42y +3y = —2e % — 3¢ (3/2)7 L 3= 4 3= (/D —
e "
¢) En har at 3y = —e @ — %Ce*(S/Q)x, s 2y 4+ 3y = —2e % — 3Ce (/27 4 3¢ 4
3Ce (/2 — o~z

Vi skal lgse differensialligninga /2zxy dy/dx = 1. For at kvadratrota skal veere veldefinert
og for & fa en mulig lgsning ma vi anta at xy > 0. Anta forst at x > 0 og y > 0. Da far vi

dy
\/Qxya—l
V2ydy = da/Va
\@/yl/Qdy:/xl/de

2\3/§y3/2 — 212 L
3 2/3
= (o)

Hvis vi heller antar at < 0 og y < 0, sa gir samme type beregning svaret

3 2/3
= (S c) |
’ (ﬂ

Merk at hvis vi velger C' < 0, sa er lgsningen kun definert for de x-verdiene slik at |z| >
2C?/9. Selv om de 2 uttrykkene for y er definert for henholdsvis positive og negative x,
uavhengig av C, har vi antatt at det som opphgyes i 2/3 er stgrre eller lik null nar vi gjorde
den siste overgangen for a fa dette eksplisitte uttrykket for y. I tillegg méa uttrykket veere
stgrre enn null siden y = 0 ikke er tillatt i den originale differensialligningen. For C' > 0 er
lgsningene definert for alle  # 0.

Et utvalg lgsninger er vist i figuren nedenfor.

a) La H(t) veere temperaturen av suppen etter tid ¢t og Hg = 20 veere temperaturen i
rommet. Fgrst mé man finne konstanten k. Ved & bruke ligning 9 pa side 427 med H =
H(10) =60, Hy = H(0) =90 og t = 10 gir dette

H(10) — Hg = (H(0) — Hg)e *10
60 — 20 = (90 — 20)e 10

4 ok
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Figur 1: Oppgave 6.5.14

Ved hjelp av logaritmen far man at k = —% In % = 1—10 In g. Neste steg er & finne tidspunktet
t1 slik at H(t;) = 35. Ved a bruke ligning 9 pa side 427 far man

H(t)) — Hg = (H(0) — Hg)e ™
35 — 20 = (90 — 20)e~ "1

1 15 1. 14
tlz—flnizflni.

Ved & sette inn k = 1—10 ln% far man
1 14 10 . 14
th=5—In——=—In_— =275
% In % 3 Int 3
Tiden det tar for suppen a kjglne fra 60 til 35 grader er derfor 27.5 — 10 = 17.5 minutt.

b) Konstanten k er den samme som i forrige oppgave. La to veere tidspunktet da suppen er
H(ty) = 35 grader og la Hg = —15. Ved a bruke ligning 9 pa side 427 far man

H(ty) — Hs = (H(0) — Hg)e *2
35 — (—15) = (90 — (—15))e 2
1. 50

= ——1In— ~ 13.26.
t2 kn105 3.26
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Det tar med andre ord 13.26 minutt for suppen a kjglne fra 90 til 35 grader i en fryser med
temperatur -15 grader.

Avsnitt 6.6
Definisjon pa side 431 gir

b
Work :/ F(z) dx,

hvor F'(z) er kraften i punktet = € [a, b]. La b veere hgyden av sylinderen for kompresjon, og
a hgyden etter kompresjon. Trykket p er avhengig av volumet i beholderen. Siden grunnflata
er konstant, kan p derfor skrives pa formen p(V') = p(Az), der x er hgyden pa beholderen.
Ved hjelp av hintet i oppgaven og substitusjonsformelen pa side 360 med V(z) = Az,
V'(z) = A gir dette

b b b V(b) Va
Work = / F(z)dx = / p(V(z))Adr = / p(Ax)A dx = / p(V)dV = pdV.
a a a V(a) 1%

Siden pV1'* = k, kan vi definere trykket p som en funksjon av V ved formelen p(V) =
% = kV 14 Ved & bruke p; = 50 og Vi = 243 far man at k = 50 - 2434, Integralet
i oppgave 6.6.11 gir at arbeidet utfgrt ved & komprimere gassen fra tilstand (p1,V;) til
(p2, Va) er gitt ved

Vo 32 1 32
Work = / p(V)dV = / KV~ av =50 - 2434 [—V_M] = —37968.75.
Vi 243 0.4 243

Arbeidet er
/35 780000 m 1000 kg MG
6

- ~ 5,144 10" J.
370000 m r

dr = 1000kg - MG [—

35780000 m
r}

6370000 m
Avsnhitt 6.7

Parablene skjaerer hverandre i © = —1 og x = 1. Omradet er symmetrisk om y-aksen, sa
Z = 0. Vi deler opp omradet i vertikal remser og far

(#,9) = (2, 3(—22% + 2> = 3)) = (v,-3(2° + 3))
Lengde = —22% — (2% — 3) = —32% + 3 = 3(1 — 2?)
Bredde = dx

Areal = dA = 3(1 — 2%) dz

Masse = dm = § dA = 36(1 — 2?) d=

Videre far vi

1
M = /dm = / §(—32% +3)da = d[—2® + 3z]L, = 46
-1
1

5 5 1 —326
Mm:/gjdm:—S (x2+3)(1—x2)dx:—3— (—2t =222+ 3)dx = 5
2 /), 2 ) 5
Dermed er
—_ 0 M, -320/5 8
TRV M T T T

Ifov07 4. oktober 2012 Side 3



TMA4100 Matematikk 1 hesten 2012

Vi deler opp omréadet i vertikal remser og far

1
Lengde = ﬁ
Bredde = dx
1
Areal = dA = ﬁ dzx
Masse = dm = §dA = id:L'
N

M, M, og M, er gitt ved
16
M:/dm:(?/ 7Y dz = 26[z/?)1% = 60
1

M /~d 5/161d 5(1 16 —Inl) =¢dIln4
T = =35 — = ~-n —Inl)=0In
yam=5 ] 2T
16 25
M, = /gzdm = 5/1 212 dx = ?[gﬁﬂ]}ﬁ =426
Platens massesentrum er dermed

o= () (-5~ ()

Lgser oppgaven ved & bruke vertikale remser. La x veere et vilkarlig punkt i intervallet

[1,16]. Da er
(#.9) = (@ 5-=)
7y - 72\/5
1
Lengde = ﬁ
Bredde = dx
1
Areal = dA = ﬁda:

4
Masse = dm = §(x)dA = ;dac

M, M, og M, er gitt ved

164
M:/dm:/ —dr=[4lnz);® =4In16
1 Z

16 2 4 16

16
My:/idm:/ 4 dx = 60
1

Platens massesentrum er dermed
M, M, 15 3

In16’ 41n16)'

Ifov07 4. oktober 2012 Side 4



TMA4100 Matematikk 1 hesten 2012

Vi har at

M, M, og M, er gitt ved

M:/dm:/6d5:5-lengde

Mx—/gjdm—é/yds
My:/a?dm:é/wds

Koordinatene til sentroiden er dermed

_Jxds [yds
~ ‘lengde’ lengde””

@9) = (32, 39)

Avsnitt 7.1
@ Lau = Inx og dv = 23 dx. Da far vi at v = 2* /4 og du = dz/z, og bruker delvis integrasjon:

e e 1 1 e 4 1 34 1
/ludv:[uv]‘i—/l vdu:4[x4lnx]‘i—4/l 1‘3da::ez—1—6(e4—1): 61; .

Gjennomsnittsverdien av y pa intervallet [0, 27] er gitt ved

1 2

av 2¢~tcost dt.

:%O

27
I:/ e teost dt.
0

Lau=e"! ogv=sint. Ved & bruke delvis integrasjonsformelen pa side 449 far man

Vi ser pa integralet

—t . 2m 2 —t . 2 —t .
I = [e sin t] 0 — —e 'sintdt = e “sintdt.
0 0

Ved samme fremgangsmate far man ved & sette v = e~% og v = —cost at

27 9 2
I:/ e lsintdt = [—e_tcosﬂow—/ e teostdt=1—e"2"—1.
0 0

Det folger at

Dermed er
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Formel (4) gir

/taua_1 rdr=xztan 'z — /tany dy,

siny
cosy’

i 1
/tanydy:/:g;Zdy:—/udu:—ln]u\—i—C

= —In|cosy| + C = —In|cos (tan"' z)| + C.

der y = tan~! 2. Ved & bruke tany =
far man

og substitusjonen u = cosy, du = —siny dy,

I siste likhetstegnet er det brukt at y = tan~! 2. Uttrykket cos (tan~! z) kan forenkles ved
hjelp av fplgende argument: Betrakt en rettvinklet trekant (f.eks. pa side 23 i leereboka)
hvor hypotenus har lengde 1. La motstaende (opposite) katet ha lengde o og hosliggende
katet (adjacent) lengde a. Velg o og a slik at 2 = 2. Da er tan~!'z = @, hvor 6 er vinkelen

mellom hypotenus og hosliggende katet. Ved & bruke dette og at cosf = % far man
-1 a
cos (tan™ " x) = cosf = 1=
Pytagoras og 2 = x gir at
2
9 9 0 1 1
o'F+a'=1=2S+1=—5=2a=———.
+ 2 + 2 =
Derfor far vi )
cos(tan 'z) =a = ——— = (1 +22)"V2
(tan~" ) = ()
Man kan ogsa beregne cos(tan~! z) pa fslgende mate. Siden
oo g — 4+ cos? N 1
cosx = cos? x = =
cos2 x + sin’ x Vv1+tan?zx
° < q- ~1 o 1 . o o o s
far vi direkte at cos(tan™" x) = :tim, der vi ma passe pa a velge riktig fortegn.

Integralet [ tan~! 2 dz kan uttrykkes som

/tan_l rdr=xztan 'z +In | cos (taun_1 x)|+C = rtan lz + In(1+ xQ)_1/2 +C

1
=ztan 'z — iln(l—i-xQ)—i—C.

I= /sinh1 zdr = rsinh 'z — /sinhy dy = zsinh ™'z — cosh (sinh ! z) + C

Vi sjekker svaret ved a derivere I:

& sinh o+ 2 sinh (sinh ™! 2) = sinh ™! 2.

da Vita? VIta?
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I = sinhlxdm—xsinhlsc—/xdm.
/ V1 + 22

Ved & substituere v = 1 + 22, % = 2z far vi at

x 1 1 1
——dr== | —=du==-2v/u+C=vV1+22+C.
/\/1—!—;102 2/\/6 2 Vau

I=zsinh 'z —V1+224+C.

Vi sjekker svaret ved & derivere I:

Det fglger at

dl
—— —sinh 'z + * :U

— = sinh ! 2.
I \/1 e \/1 e sin x

Eksamensoppgaver

La v(t) betegne plattformens hastighet ved tidspunkt ¢, der v(¢) er malt i km/time og t er

malt i timer med ¢ = 0 idet slepewiren ryker.
d
VET: di; = —kv% 0(0) =10, wv()=8

Vi lgser differensiallikningen ved separasjon av variabler.

dv

1
L _kt+C
v
1
v =m—e
1 1 1
U(O)__E_lo = C__E Ogv(t)_k:t—i—o.l
3 1
v(13) 00 8 = 10 % "® = o301

Vi har derfor at v(t) = 0.5 nar 0.3157}‘1-0.1 = 0.5, dvs. nar t = 1ggtimer ~ 6.33timer.

Tilbakelagt strekning:

19/3 19/3 dt 10 19/3 10
Dt — | In(3t+1 = " 1n20km =~ 9.99k
/0 o /0 T o1 3 e D], = 5 in20km ~ .99k

Ifov07 4. oktober 2012 Side 7



