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Avsnitt 7.2
Vi bruker formelen cos26 = 2cos?6 — 1 med # = 2x. Arealet mellom z-aksen og kurven

y =1+ cosdzx er gitt ved

A:/ \/1+cos4xdm:/ \/1+200822x—1dx:/ \/200s22:cdx:\/§/ | cos 2| dx
0 0 0 0

/4 /2 3m/4 7r
—\/i/ | cos 2| dx + /2 | cos 22| da + V2 | cos 2| dx + /2 | cos 2z| dx
0 w/4 w/2 3n/4
/4 w/2 3r/4 T
=\/§/ cosQ:zd:c+\/§/ —cosZmdx+\/§/ —cos 2z dz + V2 cos 2x dx
0 w/4 w/2 3m/4
1 /4 1 /2 1 3m/4 1 T
=2 [ sin 2:10] -2 [ sin 21:] -2 [ sin 2x] +2 [ sin 233}
2 0 2 w/4 2 w/2 2 3r/4
2
_ ‘2[(1 (1) - (~1)+1) =22
Avsnitt 7.3
Vi skal Igse initialverdiproblemet. Vi gjgr substitusjonen x = 3/ cost, dx = 3sint/ cos® t dt.
Vi far:
B / dx
vo= Vaz -9
B / 3sint dt
cos?tv9tan?t
1
= ——dt
cost

1
= In(—— +tant C’
n(cost—i_&m)—i_

3
— In(— 1 ’
n<cost +3tant) —In(3) + C

3v1— 2¢
= @+ X", o
cost

= In(z+va2-9)+C

Beregner konstantleddet ved & sette y(5) = In3.

In3=y(5)=mbB+v52-9)+C=mn9+C

som gir

C=In3-In9=In3-2In3=—-1n3

y=In(x+v22—-9)—In3,z >3

og svaret blir dermed
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Avsnhitt 7.5

Definisjonsomradet til integranden f(x) = zv2z —22 er 0 < o < 2 siden 22 — 22 < 0
ellers. Vi ser umiddelbart at f(z) > 0 pa hele definisjonsomradet. Den stgrste verdien til
integralet oppnas derfor ved & integrere over hele definisjonsomradet, altsa a = 0 og b = 2,

som gir integralet
2
/ vV 2x — 22 dx.
0

For & regne ut dette integralet bruker vi formel #51 pé side T-3 i lcereboka med a = 1.

2
2 1)(2r —3)V2r —22 1
/:E\/213—£C2d132 (z+1)(22 6) i +§arcsin(;v—1)
0
0
1 1 —
= i(arcsi (1) — arcsin(—1)) = 5(% - TTF) = g
Avsnitt 7.7
U dx B 0 dx n Uda
_8$1/3 - —81U1/3 B 21/3
. ¢ dx it L dx
= lim — im —_—
c—0~ J_g /3 S0t c xl/3
3 231 .3 o301
=l L+ lip
3 3 3 3
= lim (23— 2(—8)2/3 12 1 — lim (223
Jim (5e7) = 5 (=874 5 - 1= i (57
3 3
= 0—-=-44+--0
0 2 +2
_ 9
2

Vi lgser forst det ubestemte integralet. Substitusjonen v = —z? gir du = —2zdx og

/Qxe_xQ dr = — / e~ dg = /e“ du=—e"4+C = e + C.

Vi lgser sa det uekte integralet:

o0 2 0 2 o0 2
/ 2xe " d:c:/ 2xe " daz+/ 2xe” " dx
—00 —00 0

0 c
= lim 2re™ % d + lim 2re~ " d
b——oco Jp, c—© Jq
570 27¢C
= lim {—e_x } + lim {—e_x }
b——o0 b oo 0
= lim (=1 — (= "))+ lim (—e® — (=1)) = (=1 = 0) + (0+ 1) = 0.
b——o00 c—00
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Vi skal vise at fooo i?jiglc divergerer. Fra definisjonen pa side 487 far en

*® 2x dx b 92w da b
=l ———=lim [In(2*+1
/0 pep b;n;o/O a1 e @+l

= lim In(b* +1) = oco.
b—o0
Ved definisjonen pa side 487 har vi at
/°° 2z dx _/0 2z dx +/°° 2z dx
I R e N e

Integralet divergerer siden en av summandene, fooo i‘gﬁ , divergerer.

b
2 d
lim/ S = lim [In(=®+ 1)), = lim 0=0.
—00

b—oo J_yp 2 +1 b—o0

. . . b
Dette viser at [ iﬁj_{"f ikke er lik limpo0 [, i%frl”l” .

a) Volumet av Gabriel sitt horn er

©  /1\?2 bq 11°
V—/ 7T<> dr = 7 lim —Qdaﬁ:ﬂlim [—}

1
1
1— lim -) =
w1 fim )=

b) Det er sunn fornuft at en trenger uendelig mye maling for & dekke en uendelig stor flate.
Men a) viser at i matematikken er det ikke ngdvendigvis slik: Nar tykkelsen av malinga gar
raskt nok mot 0, vil volumet bli endelig selv om flata er uendelig stor. Vi kan f.eks. male

hele xy-planet med 7 enheter maling dersom vi passer pa 4 male med tykkelse 1/(1 + r2)?
der r er avstanden fra origo.

Avsnitt 8.1
1\ _1\n
lim a, = lim nt D" P ED g

For at fglgen aq,as,as,... skal konvergere méa alle underfglgene konvergere mot samme
grenseverdi. En har at

Jim o = i (120 = ) = i 1= ) =1
og
lim age s = lim (—1)2%* 11— — ) = lim (~1)(1— ) = 1.
k—00 k—00 2k —1 k—o00 2k —1
Dette betyr at folgen a1, as,as, ... konvergerer mot —1, mens folgen as, ay, ag, . . . konver-

gerer mot 1: {a,} divergerer.
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Theorem 5, punkt 5, gir at lim (14 )" = €, vi far derfor:
n—oo

lim a, = lim (14 —)"=¢"!
n—00 n—00 n

Vi har fglgen a,, = #il sin % Vi skal sjekke om denne konvergerer, og hva den isafall kon-
vergerer mot. Vi bruker Theorem 4, og ser pa funskjonen f(x) = Q;fil sin% og undersgker

hva som skjer nar z — oco.

sin =
lim f(z) = lim =
xT X
1 1
(et ()
T—00 —-ig +-i%
1
Ccos —
= lim f’;
r—00 Q — £
X
B 1 _1
S 2—-0 2

Her bruker vi ’'Hopitals regel. Vi har derfor fra Theorem 4 at a,, konvergerer mot %

Viharat
o nQ_n_(n—\/nQ—n)(n—l—\/n?—n)_n2—(n2—n)_ n
" n+vn?—n n+vn2—-n n+vn?-n

1
14+ /1-1/n

La b, =+ og f(z) = ﬁ f er kontinuerlig i lim,, .o b, = 0 og definert for alle b,,.

n

Fra Theorem 3 pé side 507 fplger det at
1 1 1

1
lim = lim = = = _.
nsoo no0 4+, /1—1/n  14+4/1-limpseol/n 1+V1I-0 2

Avsnitt 8.2

/5 1 5 1 5 1 5 1
Z(zn_3n> = (g TGt E gt

n=0
11 11
= 5 (14+-+-+..)-(Q+-+-+...
5-(ltg+g+.) (+3+9+ )
(o] 1 n o0 1 n
-2() -26)
n=0 n=0
1 1 3 17
= . — =10— = = —
g 1-1/2 1-1/3 075773

Vi bruker at rekken er differansen av to geometriske rekker.
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Vi bruker delbrgksoppspaltning;:

M4l A, B C D
n2n+1)2 n nZ2 n+l  (n+1)2

ogfarat A=C=0,B=1o0g D =—1.

N 2n+1 _i<1 1 >
n:1n2(n—|—1)2_n:1 n?  (n+1)2
1 1 1 1 1
—(1-= -z - =
( 4)+(4 9) (9 16)
1 1 1 1
=1 —(=—2)—(= =)=
(4 4) (9 9)
=1-0-0—...=1
35]
o0
> T
nZOIOOO”
Se pa fglgen a, = %. Fra punkt 6 i Theorem 5 i kapittel 8.1 med x = 1000 har vi at

limy, 0 an = 00. Vi kan alternativt se direkte fra folgen at a, = g55an—1, og dermed vil
apn > ap—1 for n > 1000. Vi ser at a,, ikke gar mot 0 og rekken divergerer fra n’te-leddstesten.
Eksamensoppgaver
Vi vil beregne det bestemte integralet

> 1
/ B
o l+e¥+e?®

Vi substituerer med u = €. Da er du = e* dx = udx, slik at

e 1 & 1 o 1
JAE | du= [ e
0 l+et+e 1 u(l+u+ut) 1 1+u+u?

For a lgse dette integralet kan vi bruke formel 6b pa side 133 i Rottmann, med a = 1, b = %
og ¢ = 1. Vi kan ogsa beregne dette selv ved & komplettere kvadratet,

l 3
2 2
I_ _ —.

Dette gir da

/m1<m—/w1<m—4/m ! du
1 l4+u+u? 1 2+ (u+ )2 3 /1 1+(%u+%)2
32 Js1+2 3 Vi 3\2 3/ 33
. . . . 2 1
hvor vi underveis foretar substitusjonen v = “Fu+ et
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