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Avsnitt 8.3
Fra integraltesten fplger det at rekken > 2 ; ﬁ divergerer, da vi vet at integralet

> 1 1 /1
/ d:c:/ —du
1 2x-—1 2/ wu

Vi husker fra delkapittel 8.2 at en rekke ) a, divergerer dersom lim, o a, # 0. Fra
Teorem 5 i delkapittel 8.1 har vi at

1 n
lim (1—|—> —el =e.
n—oo n

er divergent.

Altsd divergerer rekken
o o0 1 n
Zan—z<1+) |
n=1 n=1 n
Vi ser pa rekken
> 1 20\ s=n+l-2an—-1) <= (1-2a)n+1+2a
> (rErmnrn) "X e X e
> n 1
_;’((1_2“)(%1)@—1)+(1+2“)(n+1)(n—1)>'

For & sjekke om denne konvergerer ser vi pa rekken Y ° . a, med

1

T D —1)

For n > 3 har vi
B 1 1

D=1 (n—1)?

og det fplger fra sammenligningstesten at >~ ; a, konvergerer. Folgelig konvergerer ogsa

o0

1
Z(l+2a)m.

n=3

Fra punkt 2 nederst pa 520 i leereboka fglger det at rekken var konvergerer eller divergerer

hvis
D

2=

n=3
henholdsvis konvergerer eller divergerer. Vi ser derfor pa rekken > ° . b, med

n

S P o §
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For n > 3 har vi

b n _ n S n 1

" n+)(n—-1) (m2-1)" n?2 n
og det folger fra sammenligningstesten med den harmoniske rekken at Y > . b, divergerer.
Fra punkt 1 nederst pa 520 i leereboka har vi at ogsa

oo

22

n=3

divergerer nar (1 — 2a) # 0. Det eneste valget som gir konvergens er dermed a = 1/2 slik

at:
o0
>0 -0 = Y0 e ZO—O
n=3 n=3

Vi ser pa rekka ) n—14

a) Fra (2) med n =10 og f(x) = &, [ f(z) dz = [° L dv = 513, folger det at

1 1
1,08229 ~ — < 5L —— &~ 1,08237.
,08229 310—1-3'113_5'_8104-3‘103 , 08237

b) Summen S kan tilnsermes med intervallets midtpunkt: > % ~ 1,08233. Feilen i denne
tilnsermingen er mindre enn halvparten av intervallets lengde, sa feilen er mindre enn
0,00004.

Avsnitt 8.4
@ La a, = "+1 i 08 la b, = ﬁ Observer at

1 1

an _ im M: lim i:l.

bn n—oo nQ\/ﬁ n—oo N

Ved grensesammenligningstesten er enten bade ) a, og > b, konvergente eller s& er de
begge divergente. Av integraltesten folger det at > 7° by, er konvergent siden

Den siste ulikheten folger av Example 3, side 489/490 i laereboka.

Vi ser pa grensa
lim sin(1/n) ~ lim sin(1/n) _ o ST

Fra grensesammenligningstesten fplger det at > sin(1/n) og >, 1/n enten begge konver-
gerer eller begge divergerer. Vi vet at sistnevnte rekke divergerer. Altsa divergerer ogsa
rekka > sin(1/n).

La @y = 1rograr 7 = 257 08 by = Z. Siden a, < by for alle n > 1 og Y02 by =
Yo n2 =2y 152 L konvergerer ved Example 3, side 525 i laereboka, fglger det av sam-
menligningstesten at anl an konvergerer.

La Qp = m og bn = m Siden Ay, < bn for alle n > 1 og Z'riozl bn kon-

vergerer ved oppgave 8.4.35, folger det av sammenligningstesten at » | a,, konvergerer.
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Avsnitt 8.5
La a, =nle ™™ = :—,’L Observer at
(n+1)!
. Gpy1 . ent1 . (n+1)lem o on+1
lim = lim ———* = lim ~———=— = lim =0
n—oo  Q, n—00 (;Ln) n—oco nlent n—soco e

Ved forholdstesten folger det at » >~ | a, divergerer.
Rottesten med a,, = (l — %)n gir

n n

n—o0 n—soo \n  n?

1 1
lim a, = lim < — ) =0

Siden lim,, ,~ /a, < 1 har vi at rekken konvergerer.

Rekken

[eS) 00 3n
3 n
no -2
n=0 n=1

er divergent. Dette fglger fra forholdstesten, da

3 n+1 2\ " 3
m 2 =g (3) () S 2 () 22
n—oo Ay n—o00 (n + 1)3 2 3 n—oo 2 \n+1 2

Rekken

© _°° 1-3-+--. (2n —1)
;“n_;{2.4-.---(2n)}(3n+1)

er konvergent. Vi ser pa forholdet

ans1 (3" +1) '1.3.....(2n—1).(2n+1). 2-4-----(2n)

an (3ntl4+1)  2-4-----(2n)-(2n+2) 1-3----- (2n—1)
(3"+1) (2n+1)

(3t +1) (2n+2)

Vi har at

n —n
lim Unt1 lim (3" +1) .(2n+1): lim 1+3 .

1 1
n—o0o n—00 (3"+1 —+ 1) (271 =+ 2) n—oo 3+ 377 g 3

=_- <1,
3

og dermed konvergerer rekken ved forholdstesten.

Avsnitt 8.6

For at rekken ) a, skal veere absolutt konvergent méa ) |a,| konvergere. Vi bruker
forholdstesten

P TS B (n+5")
oo |an|  moeo \ 201 (4 1 4 5L
2(n+5")
m —-:
n—oon + 1 + Hhntl
. 24 (2In5)5"
= hm —
n—oo 1 4 (In 5)5""‘1
2(In5)25" 2

= 0 st 5
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|an+1‘
lan|

oo 2
Y2 an ogsa konvergerer.

Vi ser at lim,, o a, ikke eksisterer (lim, o V10 =1 # —1 = lim,,_,o, — V/10), sa rekken
divergerer ved n’te-leddstesten.

Dersom Y 2 | |an| konvergerer, vil Y >° | a, konvergere ved Theorem 16, side 540 i leere-
boka. Det fplger at dersom Y ° ;| a, divergerer, vil ogsd > > | |a,| divergere.

Siden lim,, < 1 har vi at rekken 220:1 a, konvergerer absolutt. Da folger det at

Vi gnsker at Y 7 | anby, skal divergere, si vi velger to alternerende rekker > >°  a, =

n=1
S0 (=)™, og Y00 b, = Y02 (— 1), der uy, v, > 0. Leibniz’ teorem sier né
at det er nok a velge u, og v, som avtar monotont mot 0, men teoremet sier ingenting
om hvor raskt de mé avta. Vi kan derfor velge rekker som avtar sa langsomt mot 0 at
Yool anby =Y 00 | upvy, divergerer.
For eksempel kan vi velge u,, = v, = ﬁ, som gir den divergente rekken > >° . apb, =

Yoy % (Om man gnsker u,, forskjellig fra v, kan man f.eks. velge u,, = n~1/3, v, = n=2/3))

Eksamensoppgaver

{an}5°, er en folge slik at a, > 0 for alle n og > >, a,, konvergerer.
Siden »>° , a,, konvergerer ma h_)m an = 0. Spesielt ma det da finnes et heltall N slik at
n o

an < 1 for n > N. Se pa rekken
o
A= Z ai
n=N

Dersom denne rekken konvergerer méa ogsé rekken » > a? konvergere, siden det ikke gjor
noe for konvergensen av en rekke & fjerne et endelig antall ledd. Na vil a2 < a,, for n > N.
Dermed vil rekken A veere dominert av en positiv rekke som konverger og vil ved sammen-

ligningstesten selv konvergere. Altsa konvergerer > °° | a2 ogsa.

For rekken Y >°  In(1 + ay,) har vi for alle leddene at
In(1+a,) < ayn

Dette kan vises ved at f(z) = z og g(x) = In(1 + z) er like i null og f'(z) > ¢'(x) for alle
x > 0. Dermed vil denne rekken ogsa veere dominert av en positiv rekke som konverger og
vil ved sammenligningstesten selv konvergere.

Alternativt: Vi har at )

lim 2 = lim a, =0
n—00 Ay, n—o00
og /
In(1 + ay,) rHopital o
. opi1ta. . N
lim —— 7 PR gy e gy =1>0.
n—o0 anp, n—00  (, n—oo 1+ ay,

Siden Y_°° | a, konvergerer, vil ogsa > o0 a2 og > °°  In(1 + a,,) konvergere ved grense-

n=1"n
sammenligningstesten.
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