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Avsnitt 8.9

Vi kan selvsagt beregne feilen ved & bruke Taylors formel og Teorem 23 i laereboka s. 561.
Her er det derimot enklere & benytte seg av den umiddelbare observasjonen at Maclaurin-

rekken for cosx:
0 (_1)191,219 2

COS:L':Z :1—:6——&—...

227 (2h)! 2

er en alternerende rekke for x # 0. For |z| < 0.5 er det ogsa klart at leddene i rekken
minker i absoluttverdi og gar mot 0. Dermed kan vi bruke Teorem 15 s. 539 i leereboka.

Fra teoremet fglger det at 1 — % approksimerer den fulle rekken for cos x med en feil som i

absoluttverdi er mindre enn absoluttverdien til det fgrste leddet som er utelatt, %. Ved a
bruke |z| < 0.5 far vi feilestimatet % = ﬁ ~ 2.61 x 1073. Vi har rundet opp pa slutten

for & veere sikker pa at ulikheten enné holder.

Fortegnet pa feilen er det samme som fortegnet til det fgrste leddet som er utelatt ifglge

: 4 » . oo . " 2
teoremet. Siden %; har positivt fortegn i rekken vil feilen ogséa veere positiv og 1 — %- vil gi
et for lavt estimat for cosx for x # 0.

Ved Taylors formel (med a = 0) har vi at

\/1+x:1+§+R1(a:),

1 ~3/2
der R;i(x) = f(z)!(c) r? = 4(1—20) 22 for en ¢ mellom 0 og .

Vi ser ut fra funksjonsuttrykkene at

og
3
F9@) = (1 +a) 52 >0,
for x > —1.
Det fplger at f(2) (x) er en negativ og stigende funksjon. Vi har dermed at

| 1 1
FO@] == 71+ 72 < | = 2(1-001)73/2 = {09972,

for alle ¢ mellom 0 og z, inkludert endepunktene, for |z| < 0.01.

Ved a sette inn denne gvre grensen for konstanten M i Teorem 23 med a = 0 og n = 1
folger det at
2 _

Lo a0-3/2
[Ra(@)] < MY = 50,99

J2I*

1o 3/20.017 5
—-0. — 1.2 1
5 < 7099 5 7x107°,

er en gvre grense for feilen til approksimasjonen nar |z| < 0.01. Merk at vi runder opp pa
slutten for & veere trygg pa at ulikheten holder.
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Avsnitt 8.10
E Vi bruker formelen for binomiske rekker.

o0 1
—3 1 2 14
(1+:1:2)_% :1+Z< 3>($2)k:1—x2—|—:z:4 —a .
k=1

Formelen for binomiske rekker gir oss for 22 < 1
o) _9 L
((1—$2)_1)2 =(1-2%)"2%= 1+Z ( i )(—xQ) =14 222 + 328 + 42% + 528 + ..
k=1
Vi multipliserer denne med 2zx.

2 o0
ﬁ =20+ 42® 4+ 62° + 827 + 1027 4+ - - - = 22(k+ 1)z2 1
k=0

Alternativt kan man se at ((1 — xQ)*l)/ = (1 — 2%)72. Vi kan dermed komme fram til det
samme svaret ved & derivere rekkeutviklingen til (1 — z2)~!.

Avsnitt 15.1
d. Viser at y' = 0 nar y = —x, det tilsvarer de horisontale pilene i figur d.

c. Siden 7/ ikke avhenger av z, er figur ¢ den eneste muligheten. Vi ser ogsa at ¢y’ = 0 nar
y=—1.

a. y = 0 nar z = 0 (horisontale piler) og y' gar mot oo (vertikale piler) nar y gar mot 0
og x # 0.

b. 3y = 0 (horisontale piler) nar y? = 22, det vil si nar y = z og y = —x.

Picards iterasjonsmetode er gitt som

Ynt1 = Yo +/ [t ya(t))dt

zo
Med f(z,y) =y og yo = y(0) =1 far vi

Yo(z) =1

l1dt=1+=x

I
—
_|_

y1(x) /0
ya() = 1+/Ox(1+t)dt— 1+x+%aﬁ2
J

1 1 1.
(1+t+§t2)dt:1+x+§x2+6x3

Avsnitt 15.2

Vi lgser ligningen ved hjelp av integrerende faktor. Merk at ligningen ikke er oppgitt pa
standardform. Siden x > —1, kan vi dele begge sidene av ligningen pa x + 1:
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2
Ligningen er na pa standardform med P(x) = —2x og Q(z) = G2 Vi finner integrerende

(:::il
faktor.
’U(l‘) _ 6fP(:c)dcﬂ _ ef(—2a:)d:c _ e—m2

Multipliser begge sider av ligningen med v(x) og integrer.

e_IQy' — 21:6_””21/ = a —I—lx)2
(?JeixQ)/ = (1 11,)2
ye " = (1+1:z)2 dx:_x—lu e
yw) = (-5 +0)
Bruker initialbetingelsen og finner C' = 6.
o) = e (6 —)

a) Ligningen er allerede pa standardform med P(t) = % og Q(t) = 0. Vi finner integre-
rende faktor. i
v(x) _ edet — emt

Multipliser og integrer.

k k ku
emty +emt=— =0
k
(emtu)’ =0
k
emly=C4

u(t) = Cre~m!
Bruker initialbetingelsen til & finne C7 = wyg.

u(t) = uoe_%t
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Vi har fglgende sammenheng

Endringsraten av CO i rommet = Raten CO kommer inn — Raten CO gar ut

La y(t) veere mengden CO i rommet, og V' = 4500 veere volumet av rommet. Da blir

t
Raten CO gar ut = y‘(/) - Raten luft blir pumpet ut

Bruk at luft blir pumpet inn og ut med samme rate 0,3 og luften som blir pumpet inn
inneholder 4% CO, da far vi av den fgrste sammenhengen

dy(t) A% 0,3
— . - t
100% ~ 15007

Her er P = % og @ =0,3-0,04, denne differensialligningen kan lgses ved & multiplisere

med integrerende faktor v(t) = e/ Pdt = edsot. Vi far

ety 4+ %e%@ =0,3-0,04es0"
(yewsm®) = 0,3 - 0, 04easn’

03, 03, 03,
yewsoo! = [ 0,3-0,04em06¢ dt = 4500 - 0, 04e3500¢ + C
Ser at 4500 - 0,04 = 180. Bruk sa initialbetingelsen y(0) = 0 til & finne C' = —180, det gir

y(t) = 180 (1 _ e*%t)

I oppgaven spgr de om hvilken ¢ som gir % = 2’8&% .
0,01
= —2
v = 1500 100

_ 03,
1 — e 3500" = 0,0025

_ 03,
e 100" =1 —0,0025 = 0,9975
0,3
4500

t = In(0, 9975)

4500
0,3

In(0,9975) ~ 38

Det tar altsa cirka 38 minutter for karbonmonoksidkonsentrasjonen nar 0,01%.
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Avsnitt 15.3
a) Av likning (1) far ein at farta til skipet er lik

v(t) = voe R/,

der vg = v(0) = 9 m/s, k = 59000 kg/s og m = 51000000 kg. Ved & integrere far ein
at
s(t) = /v(t) dt — Uo/e—kt/m 1= ¢ = "0,

Konstanten C' finn ein ved & bruke at s(0) =0=C = %e‘k'o/m = 0. Sa

s(t) = %(1 _ ekt/m),

Strekninga skipet driv finn ein ved & finne grensa lim;_,~ $(t). Strekninga skipet driv

er difor lik Mg
: — 1 _ —kt/my _
tlggo s(t) tliglo k (1—e )

b) Tida det tek for skipet drivi 1 m/s er lik

% ~ 7,78 km.

—kt/m -1
4

t
Invg— — =1Inl
m

v(t) = voe

m In vy

t= ~ 1899.
k
Det tek med andre ord tilnsgerma lik 1899/60 = 31,7 minutt for skipet driv med ei fart
pa 1l m/s.
Avsnitt 15.4

Eulers metode er gitt som
Ynt1 = Yn + f(2n, yn)dx

I denne oppgaven er f(z,y) = z(1 —y), de = 0.2, yo = 0 og x, = 1 + ndz. Dette gir

y(1.2)~y1 =041-(1-0)-0.2=0.2
y(14) ~yp =02+ 1.2 (1—0.2)- 0.2 = 0.392
y(1.6) ~ y3 = 0.392 + 1.4 - (1 — 0.392) - 0.2 = 0.5622

De eksakte verdiene finner vi ved & lgse den separable differensialligningen.
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Siden y(1) =0 far vi Cy = ez,

Dette gir

y(w) = 1— e

y(1.2) = 0.1975
y(1.4) = 0.3812
y(1.6) = 0.5416

Forbedret Eulers metode er gitt som

Zn = Yn—1+t f(xn—la yn—l)dl'

o f(:En,h ynfl) + f(xn’ Zn)
Yn = Yn—1 +

2

I denne oppgaven er f(z,y) = z(1 —y), dz = 0.2, yo = 0 og x,, = 1 + ndz. Dette gir

Zn, Yn

w N~ O3

Eulers metode er gitt som

- 0

1.2 0.2000 0.1960 0.1975
1.3 0.3890 0.3780 0.3812
1.4 0.5522 0.5368 0.5416

Yn+1 ::yn'+'f($nvyn)d$

I denne oppgaven er f(z,y) = 21’69527 Yo = 2, zg = 0 og dz = 0.5, 0.1 og 0.01. Vi skal

estimere y* = y(z*) for * = 1 ved hjelp av data (her: MATLAB).

function euler (dx)

x = 0;
y = 2;
xstar = 1;

while x < xstar

ystar = y + 2xxxexp (x"2) xdx;

x = x + dx;
y = ystar;
end
ystar
end
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dx y*

0.5  2.6420
0.1  4.0020
0.01 3.6912

Den eksakte verdien finner vi ved & lgse den separable differensialligningen:

dy 2
2 9re®
e xe

y:/2$em2dx:e”"2—|—c
Siden y(0) =2 far vi C = 1.

y(z) =1+

Dette gir y(1) = 3, 7183.

Eksamensoppgaver
Hvalbestanden oppfyller differensialligningen

dP
P ke P, der k er en konstant.

Differensialligningen er separabel, vi separerer og integrerer:

P
d? —kedt = InP= —ge_at +C somgir P(t) = Cre */@)e

—at

P(0) = PR gir C1 = PyeF/* og lgsningen blir

P(t) = Pyelk/@)1=e7),

[0}

Siden a > 0 er limy_,o, e~ = 0 og folgelig er lim; o P(t) = PyeF/® som er en konstant.

a) Stigningstallet til tangenten til grafen til 7' gjennom punktet (0,7p) er gitt ved

dT aTy

0.7 = —
(0.T0) = =755

I = —aT02.

Ligningen for tangenten er da gitt ved
y—Ty=—aTg(r —0) e y="Ty— algz.
Vi bruker tangentligningen til & finne en tilnsermet verdi for 7'(x) nar z = 1.2M:

T(1.2) ~y(1.2) =Ty — aTy - 1.2 = 273.15 — 2.49 - 107° - 273.15% - 1.2 ~ 270.92K.

[fov12 8. november 2012 Side 7



TMA4100 Matematikk 1 hesten 2012

b) Differensialligningen er separabel. Vi separerer og integrerer:

ar aT?

dr ~  1+bx
U

1 1
[ = ar= d
/aT2 /1+b:c v

4

1 1
I T
T bn\ +bz|+C
U
1
T—

TIn (14 bx|+C

Bruk initialbetingelsen til & finne C: Ty = % =C = T%) Det folger at

1 b1y

T(x) = = .
@) %lnll—kwa—Tio aToln |1 + bz +b

Den ngyaktige verdien for 7'(1.2) er folgelig

0.018 - 273.15
T7(1.2) = ~ 270.96 K.
(12) 2.49-107°-273.151n |1 + 0.018 - 1.2] 4 0.018 70-96
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