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Lgsningsforslag

Notasjon og merknader

En vektor boken skriver som ai + bj + ck, vil vi skrive som (a, b, ¢), og tilsvarende i to dimensjoner.
Hvis ikke annet spesifiseres, betyr v; den i’te komponenten av en vektor v.
Som vanlig er enkelte oppgaver kopiert fra tidligere ars lgsningsforslag. Derfor kan notasjon, sprak
og stil variere noe fra oppgave til oppgave.

Oppgaver fra leereboken

14.3.9 | Ved en rask sjekk ser man at vektorfeltet er konservativt. Da kan vi finne potensialfunksjonen
f-Vf=Fgir
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som gir at f(x,y,2) = ve¥1?* + g(y, 2) ved & integrere forste likning med hensyn pa z. Derivasjon
med hensyn pa y gir ze¥T2% + g—g(y, z) = xe¥T2% som gir at g er en funksjon av kun z. Ved &

derivere f med hensyn til z fir man pa tilsvarende mate at f(z,y, z) = ze¥*2* + C, der C er en
konstant.

14.4.17 | Ved Greens teorem far man

1 1—x
fyzd:c—i—xQdy:// 2(x —y) dy dz = 0.
c o Jo
14.4.33 | Sett F = Vf. Da gir Greens teorem

ﬁ(gidy—g‘;dx>:/CF.nds://Rv.FdU://Rv%da.

Siste integral er 0 da f oppfyller Laplaces ligning (V2f = 0).
14.5.17 | Planet kan parametriseres av r : (0,00) x [0,27) — R? gitt ved
. S .
r(s, t) = (s cost,ssint,1 — 3 sin t)

(altsd ved bruk av polarkoordinater!). Omradet vi er interessert i er begrenset av (r1(s,t))? +
(ro(s,t))? < 1, altsa simpelthen av s < 1.

Vi trenger videre
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Ls og t spiller rollen til henholdsvis r og 6 i “vanlig” notasjon. Grunnen til byttet er at vi ikke skal forvirre r med r.
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Arealet vi sgker er derfor

1 2m or or \/g 1 27
A= = el _v?
/0 /0 aS(s,t) X o (s,t)‘ dt ds 5 /0 /0 sdtds

1
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(PS: Som boken papeker, har en mange (like riktige) valg nar det gjelder parametrisering av
omradet. Selv om det altsa finnes mange riktige valg, er ikke ngdvendigvis alle like gode fra et
regneteknisk stasted. I valget jeg gjorde over har vi benyttet bade symmetrien i omradet, og
at flaten vi integrerer over faktisk er grafen til en funksjon — begge deler forenkler utregningen
sammenlignet med en del andre valg).

14.5.43 | Denne oppgaven er lik 14.5.17 bortsett fra at her er

r(s,t) = (scost,ssint,cscost) .

Da finner man ut at

or

Or
— = 2
aS(s,t) X at(s,t) svVe2+1

sa svaret blir V2 + 1.

14.6.21 | Vi bruker parametriseringen

r(s,t) = (scost, ssint, s)

(altsd ved bruk av polarkoordinater?).
Da finner man at
or or

%(S’t) X

ot

(s,t) = (—scost,—ssint, s).

For at normalvektoren skal peke ut, ma man her gange vektoren med -1, og da far man

1
n(s,t) = —(cost,sint, —1).

V2

Siden F -n = %(32 sintcos?t + s), har man at fluksen er
/271'/1 1(2't 24 4 )\@ddt 2m
—(s”sint cos s)V2sds dt = —.
o Jo V2 3

14.6.33 | La oss kalle fluksen ut av den parabolske sylinderen for ®;, ut av 2 = 0-planet for ®,, ut

av z = l-planet for @3, og ut av z = O-planet for ®,. Siden fluksen simpelthen er et flateintegral,
og disse er lineare, kan vi dele opp beregningen i fire deler; vi sgker altsa ® = &1 + ®5 + &3 + Dy.

Den parabolske sylinderen kan parametriseres ved r(x,y) = (z,y,4 — 3?). Med interesseomrade
som i oppgaven er definisjonsmengden [0, 1] X [—2,2] (ses ved a finne skjseringene mellom flatene
som definerer omradet). Vi har

or or

%(x,y) = (170’0) @(xvy) = (0717_2?4)7

25 og t spiller rollen til henholdsvis 7 og 6 i “vanlig” notasjon. Grunnen til byttet er at vi ikke skal forvirre r med r.
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samt

or or
%(x,y) X afy(r,y) =(0,2y,1)

or or
_ 2
8x(xvy) ay (z,y)] = V4ay? +1

En enhetsnormal pekende ut av den parabolske sylinderen er derfor

1
n(z,y) = m((x?y,l)-

Vi behgver komponenten av F langs n, altsa

22y —3(4—y?)

F(r(x,y)) ' n(x,y) = 4y2 +1

Fluksen til F ut av den parabolske sylinderen i omradet vi er interessert i er derfor®

2 20y —3(4—y°) 3(4 —y?)
i) :/ / ——— = /4?2 + 1dx dy
! —2 VAay? +1

2 2 1 2 1

:/ /2xydxdy—12/ / dxdy+3/ /dexdy
—2Jo —2Jo —2Jo

2 2

/ydy—48+3/ y? dy

-2 —2

—48 +16 = —32.

Vi ma ogsa beregne fluksen ut av de resterende flateene som definerer flaten var, men dette
er mye enklere. Fgrst kan vi observere at normalvektoren til x = O-flaten er —i, mens den i
x = 1-flaten er i. Dermed vil integrandene i fluksintegralene for disse to flatene veere like, bare
med motsatt fortegn, sa ®5 = —®3. Det siste flateintegralet har normalvektor —k, sa her bidrar
bare k-komponenten til F(z,y,0), som er 0. Sa &, = 0.

AltséierfI):<I>1+®27<I>2+0:®1:732.

Eksamensoppgaver

Losningsforslag til eksamensoppgavene finner en pa http://wiki.math.ntnu.no/tmad105/2012v/
gml_eks. Der er kommet forespgrsler som at disse legges ved i selve lgsningsforslagene, men dessverre
er ofte de gamle KTEX-filene gatt tapt.

3Observér at lengden til n(x,y) kansellerer mot faktoren \/4y2 + 1 i integrasjonsmalet. Dette vil alltid skje i slike
integraler (sammenlign parametriseringsuttrykkene med de flateintegralene vi s& pa tidligere i kurset), og holder en
tungen rett i munnen er det altsa ikke ngdvendig & operere med enhetsnormalvektorer her.
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