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Lgsningsforslag

Notasjon og merknader

Oppgavene er hentet fra fagets laerebok, Hass, Weir og Thomas. Lgsninger til eksamensoppgaver finner
man pa hjemmesida til faget.

Oppgaver fra lzereboka

11.3.1 | Forst finner vi tangentvektoren
r'(t) = —2sinti 4+ 2 costj + V/5k. (1)
Vi deler pa lengden slik at T blir
2 2 1
T(t) = —= sinti + = costj + —/5k. (2)
3 3 3
Buelengden er

L= /0 |t'(t)] dt = 3. (3)

11.3.9| Oppgaven er darlig formulert. Hva menes med “from the origin” nar kurven ikke gir gjennom
origo? Vi far anta at det menes r(0).

Dermed er vi interessert i & finne den T som gir
T
/ I’ ()|dt = 267 (@)
0

Vi regner ut at
r'(t) = (5cost, —5sint, 12),

slik at

Ir'(£)] = V/25 cos? +25 sin® ¢ + 122 = 13.
Altsa reduseres (?7?) til 137 = 26, slik at 7' = 27. Det etterspurte punkt er dermed

r(T) = (0,5, 24x).

11.3.18| Vi beregner buelengde med formelen L = f(f [v(t)] dt i de tre tilfellene.

a. Hastighetsvektoren er r/(t) = —4sin(4t)i + 4 cos(4t)j + 4k, folgelig er lengden av hastighets-
vektoren |r'(t)| = 4v/2. Vi far at buelengden er L = 4v/2- F = 2v/2.

b. Hastighetsvektoren er r'(t) = f% sin(%)i + % cos(%)j + %k, fplgelig er lengden av hastighets-
vektoren |r'(t)] = g Vi far at buelengden er L = g 4w = 24/27.

c. Hastighetsvektoren er r'(¢) = — sin(t)i+ cos(t)j + k, folgelig er lengden av hastighetsvektoren
[’ (t)] = /2. Vi far at buelengden er L = /2 - 2m = 21/27.

11.4.5| Her lar vi f veere en to ganger kontinuerlig deriverbar funksjon. Vi parametriserer kurven
y = f(z) ved r(z) = 2i + f(2)].
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a) Her skal vi finne en formel for krumningen til r. Vi begynner med a regne pa en del
hjelpestgrrelser:

1 . () .
= Arrer F isrwr
i@ @
&z~ I+ (@R T (@)
dT

_ ’ /(@)

T (Fayepe Y+ @)

Dermed er krumningen
drT (e
SR N V€5V
(@) [+ (f (@))%
b) Na skal vi bruke denne formelen pa f(xz) = In(cosx)). Vi far f'(z) = —tanz, f"(z) =
—cos™2 x og folgelig

2 2

x| cos™*x
(1+tan®z)3/2 | cos=3 x(cos? & + sin® x)3/2

| — cos™

k(z) =

— COST.

¢) Siden f er to ganger deriverbar er z* et infleksjonspunkt for f hvis og bare hvis f”(z*) = 0.
Folgelig er krumningen i et infleksjonspunkt

" ()]
(1 + (f’(i*) 2)3/2

K(z*) = =0

11.4.6 | Per definisjon er k = 1|T| og v = vT, som gir a = v'T+vT’ = v'T+v?xN siden T' = |T'|N.

Altsd er v x a] = [vT x v2sN| = kv3. Det vil si at k = Wv—ﬁa‘ Lar vi r(T) = [f(t),9(t),0] far vi

v=(f'(t)?*+ g’(t)z)%. Dermed

[f'(1)g"(t) = g' (&) f"(1)]
(f')?+g)?)*

K =

11.4.18| Vi bruker formelen fra oppgave 11.4.6. Vi har r(t) = acosti + bsintj. Vi setter inn i

formelen med f(t) = acost og g(t) = bsint. Krumminga er da

ab

(a?sin’t + b2 cos? )2

k(t) =

(®)

Vi ser at r(t) er stgrst nar ¢ = 0,7 og minst nar ¢t = £7.

11.4.21 | Punktet (%,1) svarer til ¢ = 7. Vi starter med a finne enhetstangentvektor, enhetsprinsi-

palnormal og krumminga i punktet. Vi har r/(¢) = i 4 costj, noe som gir T(t) = \/ﬁr’(t).
Krumminga, gitt ved formelen i oppgave 11.4.6, er x(t) = —lsintl__ Det vil si at k(%) =1,

(14-cos? t)2
noe som betyr at krummingsradien p = é ogsa er 1. For a finne normalvektor ma vi derivere

enhetstangentvektoren. Vi far T/(¢) = —costsint j sint___§ Vi deler pa lengden for & fa
(1+c052 t) 2 (1+c052 t) 2

enhetsprinsipalnormal
cost . 1

N(?) (6)

— 1— ‘.
V1 + cos?t \/1+0052tJ
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Vi finner origio i smygsirkelen. Fgrst observerer vi at N(F) = —1j, og vi har dermed at origio er
gitt ved (5,1) + p(5)N(5) = (5,0). Ligninga for en sirkel med radius 1 med origo i (%,0) er
71'
(x — 5)2 +y’ =1 (7)

11.5.3| Vi regner a(t) = r”(t) = 2k. I t = 1 er hastighetsvektoren r’(1) = 1i + 2j + 2k. Vi har at
k= al som gir for t =1, k = % Det gir ay = k|v|? = 2\3/5, og ar = +/|a]®> — a3, = 3.

‘VIS b

Vi finner

v = e!(cost — sint)i+ e’ (sint + cost)j + v/2e'k,
lv| = efy/(cost —sint)? + (sint + cost)? 4+ 2 = V4e! = 2¢!,

d
ar = %M = 2¢',

a=el(—2sint)i+ e'(2cost)j + v2e'k,
la] = et\/4(sin2 t+cos?t) +2 = V6e!
an = ]l —a = V6T i = vac
For ¢ = 0 har vi da a(0) = 2T + v/2N.
Vi har T(t) = — costi+sinj, N(t) = sinti+costj og k() = z—t———.Daer B=TxN =

—1 og 7 = 0. Siden alt foregar i ett plan ma 7 veere lik null.

11.5.21| Vi skal verifisere formelen

v xal
o vp

La « veere vinkelen mellom v og a. Vi har da at

|[vxal |v|ajsina |a[sina  ayn

v[? vl 2 v

hvor ay = k|v|? (s. 693 i lereboka). Setter vi dette inn i ligningen far vi

11.5.26 | For heliksen har vi r(t) = a costi+ asintj + btk. Da vil hastigheten og akselerasjonen vaere
v(t) = —asinti+ acostj + bk og a(t) = —acosti — asintj. Og vi far

Ty F ba? b
T = = = . (8)
|v x a2 a?(a? +b2) a4 0b?

Dersom a = 0 gjelder ikke formelen over da brgken vil vaere %. Fikser a # 0. Da far vi 7(b) = ﬁ7
og 7'(b) = 0 impliserer at |a| = |b]. Da 7 > 0, 7(0) = 0 og 7(c0) = 0 vet vi at dette ma veere
toppunkt. I toppunktet far vi at 7,4, = i
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