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Eksempel 1 (Eksamen 2001 vår / 6)
Finn massesentrumet til legemet T som er sett sammen av A og B
A - en rett sirkular kjegle
- høyde 4
- grunnflateradius 2
- massetetthet 1/3

B - en halvkule
- radius 2
- massetetthet 4/3

T





Projeksjonen til T på xy-planet (samme som projeksjonen til A eller B på xy-planet)
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Projeksjonen til T på rz-planet (samme som på xz-planet, eller yz-planet) [BARE halvparten: r 
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Grensene er
A:
0 <= z <= 4 - 2r
0 <= r <= 2

B:
-sqrt(4-r^2) <= z <= 0
0 <= r <= 2

T er symmetrisk om z-aksen -> Massesentrumet = < 0, 0, Mxy / M >
M = Ma + Mb
Ma
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Massen er

Mxy = MxyA + MxyB
MxyA
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T er symmetrisk om z-aksen, derfor er massesentrumet <0, 0, Mxy / M>
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Kulekoordinater
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Eksempel 2 
Finn massesen til R som ligger mellom
- sfæren med radius 2

- og sfæren med radius 3

R

- projeksjonen til R på xy-planet
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Finn grensene

Massen
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Eksempel 3: Integrasjon ved substitusjon (2D)
f er gitt ved ((x-y)/(x+y+2))^2
R er gitt ved
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Innfør nye variable
u = x + y
v = x - y
og finn integralet til f over R

Vi finner x og y som funksjoner av u og v: x = g(u,v) og y = h(u,v)

Jacobi matrisen
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Jacobideterminanten er

Absoluttverdien til Jacobideterminanten er

1
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R er transformert til S
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Integralet i de nye koordinatene er
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Eksempel 4: Integrasjon ved substitusjon (2D)
Finn arealet til R som grenset av
to parabler y=sqrt(2x), y=sqrt(3x)

og to hyperbler y=1/x, y=2/x

R
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Innfør nye variablene
u = y^2 / x
v = xy

Parabelen y = sqrt(2x) blir u = 2
Parabelen y = sqrt(3x) blir u = 3
Hyperbelen y=1/x blir v = 1
Hyperbelen y=2/x blir v = 2

Derfor er R transformert til rektangelen S
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Vi vil beregne arealet -> f = 1

f = 1 også i (u,v) koordinater

Vi må bare finne absoluttverdien til Jacobideterminanten

determinanten til er
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Derfor er determinanten til 

Absoluttverdien til det[

Vi får integralet ved substitusjon (og det er arelet til R)
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