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Oppgave 1

Grenseverdien eksisterer ikke. For eksempel er grenseverdien lik 1 nar (x,y) nsermer seg origo
langs z-aksen og lik —1 nar (z,y) nsermer seg origo langs y-aksen.

Oppgave 2

a) Nar a er et tall, er
z =3+ 3ax — 3y

ligningen for et plan med normalvektor Ny = [3a, —3, —1].

Punktene (0,1,0) og (1,a,3) ligger i planet fordi koordinatene passer i ligningen for
planet:
0=3+3a-0—-3-1 3=34+3a-1—-3-a

Planet star normalt pa planet y = 3z med normalvektor Ny = [0, 1, —3] dersom N; L No.
Dette holder fordi
N, Ny=3a-0-3-1—1-(=3)=0.

b) Vi kaller den gitt flaten for S. Planet P tangerer flaten S i punktet (p, ¢, 7) hvis og bare
hvis :

e (p,q,r)ligger i P, det vil si
r =3+ 3ap — 3q (1)

e (p,q,r)liggeri S, det vil si
=36p* +9¢*+r*=9 (2

e Normalen til P i (p,q,r) er parallell med normalen til S'i (p,q,r), det vil si
V(3+3ar —3y—2)=k-V(-3622+9y*+ 22 —9)

i punktet (p, q,7). Altsa
[3a,—3,—1] = k- [-T72p, 18¢, 2r]
som gir de tre ligningene

3a=-T2kp  (3)
—3=18kq  (4)
—1=2kr  (5)
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Derved har vi 5 ligninger med 5 ukjente: p, q, v, k og a. Ved a lgse ligningssystemet,
finner vi at det har akkurat to lgsninger, nemlig

p=1/2, g=1, r=3, a=2, og k=-1/6

p:—1/2, q:l) T’:B’ a:_2’ og k:_1/6

Altsa tangerer P flaten S dersom a = 2 eller a = —2.

Oppgave 3

a) Projeksjonen av C'i zy—planet har ligningen
20 = 22 + 12 det vil si, (x—1)2+y*=1
som er ligningen for en sirkel med sentrum i (1,0) og radius 1.
La C betegne denne sirkelen og la R betegne omradet innenfor C i xy-planet.
Den plane delen S; av S er gitt ved
Sa: z=2x for (z,y) € R. Arealet A av S, er derfor

:// dS:// V1+22+02d14=Vg-(arealetavR):\/gﬁ
Sa R

der vi har brukt at i spesialtilfelle 1, der flaten er gitt ved z = f(x,y), er dS =

V14 2+ fZdxdy.

b) Vi ruter opp projeksjonen R av T'. For hver rute far vi en sgyle som gar fra paraboloiden
z = 2% + y? til planet z = 2x. Volumet blir derfor

_ / /R (20 — (22 + y?))dA.

Vi gjor om til polarkoordinater. Da er 2x = 2r cos ), 2° +4* = r* og dA = r dr df. Videre
er R beskrevet ved

2+ y2 <2 det vil si 72 < 2rcosf altsda 0 <r <2cosf

der 0 lgper mellom —7/2 og 7/2. (Tegn figur.) Altsa:

2cos 0 4 /2 T
/ / 2rcos€—r2)rdrd9:—/ cos*0df = —
—7/2 3 —pi/2 2

c) S er en lukket flate. Divergensteoremet gir derfor at

//SF-ndS:///TdideV
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der

.0 0 0 _ _
dlvF—£(4x—|—y)—a—y(:c+4y+z)+£(2y+4z)—4 4+4=4.

//SF.ndS:///TMV:W:%

Fluksen ut av den plane delen Sy av S er ff52 F-ndS.

Siden S5 kan beskrives ved 2x — 2z =0, er

Altsa

Ny, =V(2z —z) =[2,0,—1]
en normalvektor til S3. Den peker inn i 7. (Se figuren.) Altsa er

no——e__1 2,0,—1] = ! [—2,0,1]
|N2| \/577 \/5 » Yy .

Som i a) er dS = \/5dA, og vi far at den totale fluksen ut gjennom S, er

// F-ndS://[4x+y7—(x+4y+2x),2y+4-Qx]-i[—2,0,1]~\/gdA
Sa R \/3

://(—8x—2y—|—2y+8;1:)d/1://OdA:O.
R R

Altsa er det ingen netto fluks ut av S,. Derfor er

// F-ndS://F-ndS:27r.
S1 S
d) Alternativ 1:

C er en lukket kurve i rommet. Den er randen til den plane delen S5 av S. Ved Stokes

teorem gjelder derfor:
fF-Tds:// curlF' - ndS
C Sa

der
i j k
0 0 0
F=| Z g A
curl e o 5 (3,0, —2]

de+y —xv—4y—2z 2y+4z

I ¢) fant vi at dS = v/5dA og at n = [~2,0,1]/v/5 er enhetsnormalen til S, som peker
ut av 7. Retningen stemmer ogsa na. Derfor er

F-Tds= [3,0,—2]-[—2,0,1].i~\/SdA:—s dA = —8m.
AR/ 7 /),
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Alternativ 2:

Vi vil regne kurveintegralet slik det star. Da trenger vi en parametrisering av C'. Siden
projeksjonen av C' i xy-planet er sirkelen med sentrum i (1,0) og radius 1, har den en
parametrisering gitt ved x = 1 + cosu, y = sinu for 0 < u < 27. (Dette er en av mange
muligheter.) Siden z = 2x langs C, har C' en parametrisering

r=r(u) = [l +cosu, sinu,2+ 2cosu] for 0 <u < 27.

Denne parametriseringen viser seg a gi riktig orientering av C' ogsa. Derved er

2m
J(I{F-Tds:%F-dr:/ F-r'(u)du
c c 0

2m
:/ [4+4cosu+sinu,—1 — cosu — 4sinu — 2 — 2cosu,
0
2sinu + 8 4+ 8 cosu] - [— sinu, cos u, —2 sin u]du

2
= / (—20sinu — 3cosu — 24sinucosu — 5sin® u — 3 cos® u)du
0
27
= / (=5sin?u — 3cos® u)du = (—5 — 3)m = —8m
0

fordi
2w 2 2m 2m 2m
/ sinudu:/ cosudu:/ sinucosudu =0 og / sin2udu:/ cos>udu = .
0 0 0 0 0

Oppgave 4 Punktet (a,1/a) pa kurven beskriver en sirkel
2+t =a? z=1/a
under rotasjonen. Den kan for eksempel parametriseres ved
r=acosf, y=asinf, z=1/a for 0<0<2r

der a > 0 bestemmer hvilket punkt som roteres. For a fa hele flaten, ma a gjennomlgpe alle
de positive tallene. Rotasjonsflaten har derfor parametrisering

r=acos, y=asinfh, z=1/a for a>0 og 0 <6 <2m.

Oppgave 5

a) Vilar S; betegne flaten z + F — arctan £ = 0 og S> betegne flaten 2% 4+ 3> — 2z — 2 = 0.
Vektoren v = [3, —5, —4] er en tangentvektor til C' i punktet (1,1,0) hvis og bare hvis v



TMA4105 Matematikk 2 2004-5-19 Side 5 av 5

star normalt bade pa en normalvektor Ny til Sy i (1,1,0) og en normalvektor Ny til So
i (1,1,0).

n Y 1 Y 1 1
N :V<Z+——arctan—>‘ :{——<__),_—._,1
! 4 z/ 1110 L+ (y/o)2 N 2?)7 1+ (y/o)? 2" [
1 1
= _7__71
3]

Ny = V(22 + 12 — 2 — 2)’(1 oy = 2220 a0 = 2,2, 1]

Vi har at N; L v og Ny L v hvis og bare hvis Ny - v =0 o0og Ny - v =0. Her er

Ny-v=[3-21[3-5-4=3+3-4=0
Ny-v=1[2,2-1][3,—-5 -4 =6—-10+4 =0.

Altsa er v en tangentvektor.

b) Ballongen gar i retningen [3, —5, —4] gjennom punktet (1,1,0). Temperaturendringen
per lengdeenhet idet den passerer punktet, er derfor den retningsderiverte til T'(z, vy, 2) i
retningen [3, —5, —4] i punktet (1, 1,0).

BS54 3,54 3.5

13,=5,—4]  V9+25+ 16 5v/2

1 —1 T —1y

DuT ' Y =VT Y : = ; y :

Dy T(1,1,0) = [1,—1,0] - [3’;3{4] = 5\8@ = %l\/i.



