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Oppgave 1 Vi introduserer funksjonen g(z,y, 2) = 2%+ 21> — 22 slik at flaten
2% = 2% + 2y% er gitt ved g(z,y,z) = 0. T dette tilfellet utgjor gradienten til
g en normalvektor til flaten. Vi har

Vg = [2z,4y, —22] (1)

og, i punktet P,
N = (2,8, —6] (2)
er en normalvektor. Et punkt M med koordinater [z,y,z] tilhgrer tan-

gentplanet hvis og bare hvis vektoren PM er perpendikuleer til N, i.e.,
2
PM - N = 0. Derfor er tangentplanet gitt ved

2 — 1) +8(y —2) — 6(2 —3) = 0 (3)

som gir
20 4+ 8y — 62 = 0.

En punkt M med koordinater [z, y, z] som har det samme tangentplanet som
P mé ha sin normalvektor paralell til N ( N er gitt i (2)). Derfor ma vi ha

Vgx N =0. (4)
Fra (1) og (2) far vi at
Vg x N = [16z — 24y, —4z + 12z, —8y + 16x].
Betingelse (4) gir oss da 3 ligninger men bare 2 av dem er uavhengige:

z=3x (5)
y = 2x. (6)
Det er lett & sjekke at alle punktene som tilfredstiller (5) og (6) tilfredstiller

bade (3) og g(x,y,z) = 0. Det vil si at alle disse punktene, som dessuten
utgjor en rett linje, har det samme tangentplanet som P.
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Oppgave 2

a) Maksima og Minima som ligger inne i omradet er kritiske punkter, det vil

si punkter hvor V f = 0. Vi har:
Vi(z,y) = [(1— 222V —20ye ¥
Kritiske punkter tilfredstiller altsa
1—222=0, 22y =0

og derfor

r=+— y=0.
/2 )

Her ma vi se pa to tilfeller:

e R < % Da finnes det ingen kritiske punkter i omradet, og maksima
og minima ligger pa randen. Vi parametriser randen ved & skrive [z,y] =
[Rcos(f), Rsin(0)], 0 € [0,2x]. Pa randen er f lik g(@) = Rcos(0)e . Vi
far maksimum og minimim til g nar vi tar 6 = 0 og § = m. Maksimum og
minimum er nadd i punktene |R,0] og [-R,0] og vi har

_R2 _p2
fmax:Re Ra fmin:_Re R-

o R> % De to kritiske punktene [%, 0] og [—%, 0] ligger inne i omradet.

De gir forholdvis f = %e_% og f = —%6_%. Vi ma undersgke randen.
Vi gjor det pa den samme maten som fgr, og maksimum og minimum pa
randen finnes i punktene |R,0] og [-R,0]. For a finne maksimum og minimum
verdier, ma vi sammeligne verdien til f i disse punktene med den i de kritiske
punktene. Vi merker at alle disse punktene ligger pa den horizontale aksen
og derfor er det nok & betrakte restriksjonen til f til z-aksen: h(z) = ze~v".
Vi har
W(z) = (1—222)e ™.

Nar 2 > 1/v/2, W' (z) < 0 og h er en avtagende funksjon. Av dette folger
at h(R) < h(%) og f er derfor maksimal i punktet [%,O]. Pa den samme
maten far vi at f er minimal i punktet [—%, 0], og
1

s Jmin = ——=€ 2.
Fuin = =5

=
=

r
fmax:%e

DO



b) I dette tilfellet er maksimum og minimum til f nadd enten i de kritiske
punktene eller nar x,y gar mot +oo. Siden vi har limg, 100 f(z,y) = 0,
tar funksjonen sine maksimale og minimale verdier forholdvis i [%,0] og
[_%7 0]7 og .

5 Jmin — ——=e 2.
Foin = =75

[NIES
N

1 _
max — =€
[ 7
Oppgave 3

a) Vi kaller f potentialfunksjonen til F. Den tilfredstiller

fo=2z(x +y) (7)
fy =22z (8)
fo=a"+2zy + 2 (9)
Ved & intetgrere (7) far vi
f(z,y, 2) = za* + 2zyx + h(y, 2) (10)

hvor h er en ukjent funksjon som er uavhengig av x. Vi deriverer f med
hensyn pa y:
fo(@,y,2) = 222 + hy(y, 2),

og setter resultatet inn i (8). Vi far h, = 0. Det vil si at h er uavhengig av
y, i.e., h(y, z) = h(z). Vi deriverer (10) med hensyn pa z:

f(z,y,2) = 2% + 2yz + h.(2)

og setter resultatet inn i (9). Vi far h.(z) = z som gir h(z) = 1z* (+ en
konstant). Til slutt har vi

1
f(z,y, 2) = za% + 2zyz + 522.

b) Vi vil beregne arbeidet av F langs C. Siden F har en potentialfunksjon
f vet vi at arbeidet kan uttrykkes slik

Lthwzﬂw—ﬂ@ (11)
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hvor a og b er de to endepunktene til C'. T var tilfellet, har vi

b=r(r)=[1,1,1],
a=r(0) = [1,0,1],

0g

Derfor, fra (11), far vi at

Oppgave 4

a) Buelengden av C' er gitt ved

2
S:/ ds:/ |v(t)| dt.
c 1/2

v(t) = %(t) = | ) ).

— 3

Vi deriverer r og far

Vi beregner lengden av v,

1
VOl =/ +2+1

(14-11)2
t2
1

2 2 1
/ lv(t)| dt :/ (—2 +t2) dt
1/2 12 \t

[++5],
S
t 311

Da far vi



Buelengden av C' er %.

b) Enhetstangentvektoren T er gitt ved

A%

vl

Vi har allerede beregnet v og |v| i a) og vi far

() = — L o

Ltdh g2
I formelliste star det at
a(t) = v'(t)T(t) + k(t)v*(H)N(2). (12)
Ved & ta kryssprodukt av (12) med T far vi
axT=r’NxT (13)

fordi T x T = 0. Siden N og T er enhetsvektorer, har vi [N x T| = 1. Vi
tar lengden pa begge sider i (13) og far
la x T
02

Vi beregner a(t),
dv 2

Vi setter inn ¢ = 1 og far a(1) = [2,0,2]. Vi har T(1) = [—3, 42, 1]. Derfor,
axT=[-V2-22

0g

Oppgave 5

a) T er begrenset av kulen z% + y? + 22 = 10 pa toppen, xy-planen i bunnen
og sylinderen 2% + y? = 1 pa sideflaten.
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Vi kaller tyngdepunkets koordinater for [z, ya, 2g|. Pa grunn av symmetri,

rg =0, yo =0.

Den siste komponenten zg er gitt ved

1
_ 5d
M / / /; v
[J[;0dV. Vi bruker sylinderkoordinater og f

2G

ar

hvor § er tetthet og M

J[ [ dzavar

M =

2 10—r2
/ / r dzdfdr
0 0

1
-
1
27r/ rv10 — r2dr
0

)

ellal}

(1() — 7‘2)

1

o | —=

W[ :
2T
3

(1032 — 27)



0g

2 1 p/10—72
///zédV:/ // zr dzdrdf
T 0 o Jo
1

| VI
= 27r/ {—22} rdr
0 2 0

1
= 7T/ (10 — r¥)rdr
0

1

Til slutt far vi
57

T 8(10%2 — 27)°

b) Vi setter 2% +y*> =1 inn i 2% + 3% + 22 = 10 og far 22 = 9 som gir z = 3
siden z > 0. Derfor ligger C' i planen z = 3 og den er en sirkel. Vi bruker

Stokes’s teorem:
7{ F.-Tds= //(curlF) ‘ndS.
c s

Her er S disken gitt ved 22 + y? < 1 og z = 3. Enhetnormalvektoren n er
[0,0,1]. Vi beregner curl F og finner

curl F = [y, —z, 2z + 2].

Derfor,

//ScurlF-ndS://S(QerQ)dS

2T 1
= / / (2r cos(f) 4+ 2)rdrdf (Vi bruker polarkoordinater)
o Jo

1
= / [2r sin(Q) + 260)27 r dr
0

1
:47r/ rdr
0

= 2.



Til slutt far vi

j{F-Tds:QW
C

Oppgave 6 Omradet er gitt ved

1
N

0<r<

Arealet A er gitt ved

Det vil si



