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Oppgave 1 Finn alle komplekse lgsninger av ligningen

L
23: +Z.
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Skriv lgsningene pa formen re”, og tegn lgsningene i det komplekse plan.

Forst skal vi regne ut hgyre side og skrive den pa polar form. Vi far
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Daer |w| =1 o0g 0 = Argw = 7/2.
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Na skal vi finne lgsningene til ligningen z°> = w. De er gitt ved

2k = ei(%#%k), k=0,1,2.

Da far vi A
20 =e€6 =/3/2+1i/2;
2 =el% = —V3/241i/2;

;9
Z9g = € 6 = —1.

Tegninger kommer...
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Oppgave 2

a) Finn en bestemt lgsning pa den homogene ligningen

y' —y' —2y=0
med initialbetingelser y(0) = 3 og ¢/'(0) = 0.

Den karakteristiske ligninger blir A> — A\ — 2 = 0, den har rgtter A\; = 2 og A\, = —1. Generell
lgsning er y(z) = c1e¥ 4-cpe®. Vi setter inn initialbetingelsene og far ¢, +co = 3 0g 2¢;—cp = 0,
dette gir ¢; = 1 og ¢y = 2. Lgsningen blir y(t) = €2® + 2¢72.

b) Finn generell lgsning pé ligningen

y" — 1y — 2y = 8sinx + 3e*°.

Vi bruker sumregelen for ubestemte koeffisienters metode, og ser forst pa y” —y' — 2y = 8sinx.
Fra tabellen velger vi yy, = Acosx + Bsinz. Da far vi y,, = —Asinz + Bcosz, og yf, =
—Acosx — Bsinx. Vi setter dette inn i ligningen over og far (—Acosz — Bsinx) — (—Asinz +
Bcosz) — 2(Acosx + Bsinz) = 8sinz. Vi trekker dette sammen og far (—3A — B)cosx +
(A—3B)sinz = 8sinz. Daserviat —=3A—B=00g A—3B =8,0gat A=080g B = —2.4,
altsa y,; = 0.8cosz — 2.4sin .

Sa ser vi pa y" — v — 2y = 3e?*. Fra tabellen velger vi Ce?*, men dette er en lgsning av
den homogene ligningen, sa vi bruker modifikasjonsregelen og lar y,, = Cze®**. Da har vi
Yy, = Ce* +2Cze®, og yy, = 4Ce** +4Cxe? . Vi setter dette inn i ligningen og far (4Ce* +
4Cxe*) —(Ce** +2Cxe*) —2(Cre*) = 3e**. Dette gir 4C —C = 3,54 C = 1, altsé yo, = ze*".

Sumregelen gir da at y, = 0.8 cosz — 2.4sinx + ze**, og generell lgsning for ligningen er

T

y=1yp+y,=08cosx —2.4sinz + €% + 1% + cpe 7.

Oppgave 3 La yi(x) = % og Yo(z) = 23 for z > 0.

a) Vis at y; og ys er linesert uavhengige pa = > 0.

1 1/2

xr Xz _ _ _ _
W) = | % %= | T e | = @) = @) = 32

som ikke er 0 nar x > 0. Det folger at y; og y- er linesert uavhengig pa = > 0.

3
2.

Alternativt: Vi ser pa funksjonen yo(z)/y1(z) = x2. Den er ikke-konstant pa {z > 0}. Da er

funksjonene lineser uavhengige.



Side 3 av 6

b) Finn en Euler-Cauchy ligning med y = c1y1 + ¢oy som generell lgsning.

Euler-Cauchyligninger har generell lgsning pa formen y = c;2™ +co2™?. En Euler-Cauchyligning
er pa formen 2%y” + axy’ + by = 0. Vi lgser en slik ved & betrakte andregradsligningen
m? + (a — 1)m +1 = 0, og da er generell lgsning gitt som over med m; og my som rgtter

i andregradsligningen.

Vi vil finne en andregradsligning pa formen som over og som har rgtter —1 og %, for a finne a
ogb. Vihar (m—(—1))(m—3) =m?>+im+(—3) =m?+ (2 —1)+(—1), og —1 og § er rotter
i denne. Hvis vi setter a = % og b= —%, blir Euler-Cauchyligningen med generell lgsning som

over

3 1
2.1 /

+ oz —y=0.
ry 21‘9 29

Oppgave 4 La
1 2 0 1 3 -1
2 5 =2 2 7 0
-2 -3 -2 =2 =2 10
11 2 1 4 1

A=

a) Finn en basis for nullrommet Null(A) og en basis for radrommet Row(A).

Gausseliminasjon gir at A er radekvivalent til matrisen

1 2 01 3 -1
01 -2 0 1 2
E= 00 001 2
00 0O0O0 O
Lgsningene til Az = 0 blir
[ 7] [ —1 ] [ —4 ]
0 0 2
S 0 +1 0 +u L
0 1 0
-2 0 0
1] 0] | 0

og en basis for Null(A) er {v; = (7,0,0,0, -2, 1)T, vo = (—1,0,0,1,0,0)T, v3 = (—4,2,1,0,0,0)7}.

Radene ulik null i £ gir en basis for Row(A), {r; = (1,2,0,1,3,—1), ro = (0,1,-2,0,1,2), r3 =
(0,0,0,0,1,2).}
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b) For hvilke verdier av a har det fplgende ligningssystemet en lgsning? Hvor mange lgs-
ninger har det da?

x
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2[[’1

T

Gausseliminasjon pa totalmatrisen gir
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+ 2I2 + Ty +
+ 5.172 — 21’3 —+ 21’4 +
— 319 — 213 — 214 —
+ 2y + 223 + x4 +
3 —1 a 1 2
7 0 1 . 0 1
-2 10| -1 0 1
4 1 0 0 —1
-1 a 1 2

2 1—2a 0 1
6|—2+4a | |0 0

4 1—3a 00

3xs
Txs
21‘5
4.975

- Tg = a
= 1
+ 10$6 = —1
+ Tg = 0
1 3 -1 a
0 1 2 1—2a
0 4 8| —1+2a
0 1 2 —a
-1 a
2 1—2a
6|—2+4a
0| 7—17a

Systemet har en lgsning hvis og bare hvis a = 7/17. I dette tilfelle har systemet uendlig mange

lgsninger.

Oppgave 5

og la

La V veere kolonnerommet (sgylerommet) til matrisen

Finn det nesermeste punktet til b i V' (den ortogonale projeksjonen av b inn i V).

Forst gir Gausseliminasjon
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3
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Derfor danner de to forste kolonnene til matrisen en basis for kolonnerommet V. Vi finner en
ortogonal basis for Col(A) ved & bruke Gramm-Schmidt pa kolonnene vy, vy. Vi far u; = vi =
(1,2, =1); up = vo — 2wy = (3,1, —1) — 3(1,2,-1) = (2,—1,0);

Dette gir

b- b
= 2 —w = 2(1,2,-1) — (2,-1,0) = (0,5, —2).
u; - ug Uz - Ug

p

Alternativt: La

1 2
C = 2 -1
-1 0

Da har vi Col(A) = Col(C). Vi finner den ortogonale projeksjon av b inn i Col(C) ved
den minste kvadraters metoden. Det tilhgrende normalsystemet blir C7Cx = COTb, dette

er [ g g } X = [ _1§ 1 og vi finner lgsningen x; = 2, zp = —1. Sa far vi p = Cx = (0,5, -2).

Oppgave 6
a) La
8 3
a=[39]
Bestem egenverdiene og tilhgrende egenvektorer til A.

Vi har det(A— X)) = (8 = A\)(7T—)\) — 6 = A\* — 15\ + 50 og egenverdiene er A\; = 10 og Ay = 5.
Vi finner tilhgrende egenvektorer:

-2 3 3 3
acror= ]2 3] acare[2 0]

ogu; =5(3,2), s#£0,uy =t(1,-1), t #0.

b) I Trondheim er det utplassert sykler til gratis utleie to steder: Glgshaugen (G) og Torget
(T). Syklene kan lanes fra tidlig om morgenen og méa returneres til ett av stedene samme
kveld. Det viser seg at av syklene utlant fra G returneres 80% til G og 20% til T. Av
syklene utlant fra T blir 30% returnert til G og 70% returnert til T. Vi antar dette
mensteret er konstant, at alle sykler blir utlant hver morgen og at ingen sykler blir
stjalet.

I det lange lgp, hvor stor andel av syklene vil veere pa Glgshaugen om morgenen?
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Hvis (xg,yx) er antall sykler pa Glgshaugen og pa Torget en morgen, si er neste morgen
antallene (zx11, yk+1) = B(zk, yx) hvor

0.8 0.3
b= { 0.2 0.7 ]

Fra punkt a) vet vi at B har to egenverdier Ay = 1 og Ay = 0.5 med tilhgrende egenvektorer
u; = 5(3,2) og up = t(1,—1). Vi tar v; = 3,2) = (0.6,0.4) Da skal B™ neerme seg til
konstant matrisen (nar n vokser)

1
73l

0.6 0.6

04 04°
I det lange lgp blir fordeling av syklene 60% pa Glgshaugen og 40% pa Torget; de vil si 3/5 av
alle syklene vil vaere pa Glgshagen om morgenen.

Oppgave 7 Finn en (2 x 2)-matrise A slik at differensialligningssystemet x’ = Ax har

generell 1gsning
x(t) = cre™ s +c -0
! ~1 12

Vi leter etter en matrise A som har egenverdiene \; = —2 og Ay = 0 med tilhgrende egenvek-
torer vi = (3, —1) og vo = (—5,2). Da vet vi at A= PDP~! hvor

e[ 23] 00

—12 30
A:[ 4 10}'

Vi far

Oppgave 8 La A veere en (m x n)-matrise. Vis at hvis Ax = b har lgsning for alle b i
R™, sa har AT”x = 0 bare den trivielle lgsningen.

Vi vet at Ax = b har lgsning for alle b i R™, det betyr at Col(A) = R™. Da vet vi at
Col(A)* = {0}. Vi vil finne Null(AT); Null(A?) = Row(AT)* = Col(A4)*+ = {0}. Derfor har
ligningen A”x = 0 bare den trivielle lgsningen.



