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Vi vet at funksjonen f(z) = u(z,y) + iv(z,y) der u(z,y) = y> + Ba?y er analytisk. Det
betyr at funksjonen wu(z,y) oppfyller Laplaces ligning ws, + uyy = 0. Dermed er

0 = 2By + 6y = 2y(B + 3)

og vi far B = —3 siden dette skal gjelde for alle y.

Videre er funksjonene u(x,y) og v(x,y) konjugert harmoniske og oppfyller derfor Cauchy—
Riemannligningene
Up = Vy, Uy = —Ug.

Fra dette fglger at
vy = Uy = —bzy = v(z,y) = —3zy? + n(x)

der n(x) er en forelgpig vilkarlig funksjon av x. Innsatt dette i u, = —v, far vi da
v = —3y2 + 1/ (z) = —uy = —(3y* — 32?) = 32 — 3y?
og dette gir 1/(z) = 322. Da fglger n(z) = 23 + C der C er konstant. Dermed er
v(x,y) =2 — 3zy* + C

og vi finner
f(2) = y® = 32%y +i(2® — 32y* + C).

Fra betingelsen f(0) = 0 fglger da at C' = 0, sa funksjonen v(z,y) = x> — 3xy?. Dermed er
f(2) gitt ved
f(2) =y = 32%y +i(a® — 3ay?) = iz
Vi vet at |e*| = 5. Da folger

‘e2z0+3i’ — |e2z0| — ‘(620)2| — ‘eZ0|2 =52 = 25.

Vi skal finne Laurentrekken om zp = 0 og gyldig i omradet 0 < |z| < oo til funksjonen

efl/z2
f(z) - 22
Det er kjent at e* ="/ 2"/n! og da far vi
Il 1,1, 1 &))" & (-1
f(Z) = ZQZ:OH' (?) - 222)71!22” :z%n!ZQ(n—&—l)'
n= n=| n—=

Med de forste ledd i Laurentrekken utskrevet far vi da

f(z):% 1 1 1

2T AT st

og vi observerer at rekken bare inneholder like potenser av z. Spesielt er koeffisienten foran
1/z null, og det betyr at Res.—o{f(2)} = 0.
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a) Innsatt produktformen wu(zx,t) X(x)T(t) i differensialligningen og dividert med
2

c*u(z,t) ma funksjonene X (x) og T'(t) oppfylle relasjonen
T// X//
T~ X
for alle z € (0, 7) og alle t > 0. Det kan bare veere tilfelle dersom forholdet er konstant, med

andre ord 7" /(c*T) = X" /X = k der k er en vilkarlig reell konstant. Vi har dermed redusert
den opprinnelige partielle differensialligningen til to koblete ordinaere differensialligninger

X"(x) = kX(z) =0, T"(t)— kc*T(t)=0.

Vi sgker ikke-trivielle lgsninger av disse ligningene og derfor kan ikke X (x) veere identisk
null. Sammen med randbetingelsene folger da

o</07r( ()’ dz = | /X ) X" (z :k/OW(X(z:))de.

Dermed ma —k > 0 = k < 0 og vi kan skrive k = —p? der vi uten tap av generalitet kan
anta p > 0.

Innsatt dette i differensialligningen for X (z) far vi dermed

X"(z) +p*X(x) =0

og denne ligningen har generell lgsning X (z) = C cos px + Cy sin pz. Randbetingelsene gir
dermed at
X(0)=C1=0 X(m)=Cqsinpr =0

og dette kan oppfylles med Cs # 0 dersom sin pm = 0. Med andre ord ma p = n der n er et
heltall stgrre enn null og vi far k = —n?. Dette innsatt i differensialligningen for 7'(t) gir

T"(t) + (en)*T(t) = 0
som har generell lgsning T'(t) = A, cos(ent) + By, sin(cnt).
Alle lgsninger pa formen X (z)7'(t) som oppfyller randbetingelsene er derfor gitt ved
up(x,t) = Ay, cos(ent) sin(nx) + By, sin(ent) sin(nx), n >0

der A,, og B, er vilkarlige konstanter.

b) En formell rekkelpsning av den partielle differensialligningen er gitt ved

= Zun(m t) Z (A, cos(ent) sin(nx) + By, sin(ent) sin(nx)).

n=1

Initialbetingelsene gir dermed at

a o0
0= u(zx,0) ZA sin nz, c:a—?(az,O):chaninnx
n=1

og dette betyr at A,, = 0 for alle n og at

> . m™ T
ZansinnaE =1 Zansinnm’ = 1

n=1 n=1
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Fra oppgitt Fourierrekkeutvikling fglger da at

Lan _ ?, n like
4 =, nodde

og rekkelgsningen av differensialligningen som oppfyller initialbetingelsene er derfor gitt
ved
4 i sin ((2n — 1)ct)

(@) == T (2n—1)?

sin ((2n — 1)z).

La f(z) = € /(2?462+25) = e*#/((2+3)?+16). Funksjonen er singuleer nar (z+3)*+16 =

0 = z = —3 + 41. De singulaere punktene er enkle poler, sa residuet i zg = —3 + 47 er gitt
ved
02i(—3+4i) o—8—6i
R pr— =
Rt/ = o35 76 - =i
Punktet zp = —3 + 4i er funksjonen f(z)s eneste singulaere punkt i gvre halvplan, sa

& e2iw 271 ~ T
dr = —8—61 — 6 — 7sin6).
/oo 246 +25 0 8o Jo5 (0086 —isin6)

Fra dette fglger at

o) 2 0 2ix 0 25
/ de:/ Reedsze/ e
oo T2+ 62 + 25 oo T2+ 62 + 25 oo T2+ 67 + 25

7 cos 6

:Re4Le8(0086—isin6) = e
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