EKSAMEN I TMA4120 MATEMATIKK 4K, 30.11.2005.
LOSNINGSFORSLAG

Oppgave 1.

t
v +y +/ y(r)e!Tdr =u(t—1) t>0, y(0)=1
0

Anta at den Laplacetransformerte Y (s) av y(t) eksisterer. Siden integralet er kon-
volusjonen av y(t) og €', kan vi Laplacetransformere ligningen. Det gir
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Vi far derfor ved invers Laplacetransformasjon at

yt)=1—t+t—1—-2t—1)u(t—1)=1—t+ 31 —t)(t = 3)u(t — 1).

Oppgave 2.
a) Vi setter u(x,t) = F(x)G(t) inn i randverdiproblemet:

FG4+FG=F'G for 0<z<m, t>0, F(0)=F(r)=0.

u(z,t) = 0 er opplagt en lgsning. Vi spker produktlgsninger u(x,t) #Z 0. Separasjon
av de variable gir ) '
G . G F"
G G F
der k er en (forelgpig ukjent) konstant. Vi lgser fgrst randverdiproblemet for F.

Formen pa lgsningen av differensialligningen F” = kF for F avhenger av fortegnet
for k. Vi vurderer de tre tilfellene £ > 0, k = 0 og k < 0 hver for seg.

k

k > 0: Lgsningene har da formen

F(z) = AeVkr 4 peVhe
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der kravene F(0) = F(w) = 0 medfgrer at F(0) = A+ B = 0 og F(m) =
2Asinh(vVEkr) = 0, altsi A = B =0, F(z) = 0 og derved u(z,t) = 0.

k = 0: Lgsningene har da formen F(z) = A 4+ Bz. Kravene F(0) = F(m) = 0
medfgrer derfor at F(0) = A =0 og F(n) = Br =0, altsa B =0, F(z) =0 og
derved u(x,t) = 0.

k < 0: Lgsningene har da formen

F(:z;)zAcos( \k!x)—l—Bsin( \k]a:)

der kravene F(0) = F(m) = 0 gir F(0) = A =0 og F(m) = Bsin( |k|7r> =0

som holder for < \k!w) = nmw for n = 0,£1,42,..., det vil si, for £ = —n?2.

De eneste lgsningene utenom nullgsningen for randverdiproblemet for F' er derfor

F,(x) = B, sinnz som krever at k = —n?.

Differensialligningen for G har derfor formen
G+G+n?G=0
som har generell 1gsning
G(t) = e t/2[C cos /n? — it + Dsiny/n? — 1]

Derved er produktlgsningene av den opprinnenlige ligningen ( i tillegg til nullgsningen)

un(:c,t):e_t/Z[C’ncos\/ﬂ—it—l—Dnsin n? — it]sinnz for n=1,2,3,...

(n = 0 gir bare nullgsningen. n negativ gir de samme lgsningene som n positiv.
Konstantene B,, er slatt sammen med C,, og D,,. )

b)Det ser ut som om uy(x,t) kan tilpasses initialkravene. Vi prover: uy(x,0) =
Cysindx = 0 for Cy = 0, slik at ug(z,t) = Dye”t/?sin(t,/63/4) sin 4z, og derved

| sin 4z

VB3t 563 /63t
nT—}—e coS 5

0 1
—uy(z,t) = D4[—§e_t/2 si 5

ot

som har verdien D4@ sindx for t = 0. Dette skal vaere lik sin4x ifglge ini-
tialkravet. Altsa er Dy = 2/v/63 = 24/7/21. Lgsningen vi sgker er derfor

VT . 3T
—€ S1n T

sin 4x.
21

u(x,t) =
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Oppgave 3. La F(z) betegne summen av Fourierrekken for f(x). Da er F(z) =
f(z) for alle x der f er kontinuerlig. Siden f(z) er kontinuerlig for alle z (ogsa i
skjgtepunktene z = nx), er F(x) = f(z) for alle x, det vil si,

- —6
flz) =a" = ao+z Gp COSNT = +Z ) cosnz for —m <z <7
n=1
og derfor
™ & 7r2n2 —6) m = 7% -6
f(r) = :E 2_: COSW:?JFS;T
og derved

4

Zﬂ'n—ﬁ 1 1_1 AT
— 5 10

La S betegne summen av den neste rekken. Den kan skrives som g Lyee
dem som husker Parceval’s formel

1 (7 -
— f(z)?dz = 2a3 + Z a?

™

For

nln

n=1

1 [7 4\ 2
—/ 28dxr =2 (l) + 64S
T ) _n 5)

der venstre side er lik 27%/9, slik at S = (27%/9 — 2(7w*/5)?) /64 = =® /450.
Vi andre, vanlige dgdelige kan for eksempel tenke slik: f(z) = ag+Y_ .| an cosnz.
Altsa er

f(z)? = (ao + f: ap, COS nm) (ao + i ap, COS nac)

kan oppgaven lgses slik:

n=1 n=1
oo
=al + E a? cos® nx + masse ledd med cosnzcosma der 0 < m < n.
n=1

For a kvitte oss med alle leddene med cos mx cos nz, kan vi integrere over en periode:
™
f(z)?dx = / 2dx + Z / cos® nx dx
—Tr —T

+ masse ledd med / cosnx cosmx dr der m # n.
-

Hele Fourierekketeorien er basert pa at

v ™
/cos2n:vdx:7r og /cosmxcosn:cdxzo for m # n.

— —T

(Det kan ogsa lett regnes ut.) Derved far vi

f(x)de:ag-2W+Zai~7r+0:7T(2@3—#2&%)

n=1 n=1

og summen S finnes som over.
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Oppgave 4.
a) f(z) har fire enkle poler: zy = 0, 21 = 3, 22 = og z =
f(2) vil derfor ha to ulike Laurentrekker med sentrum i origo; en som konvergerer i

1 1 ° oo n
0 < |z| < 5 og en som konvergerer for |z| > 5. Formen pa rekkeneer ) ™~ a,2".

1_2mi/3 1 4mi/3
€ € )

Vi kan derfor sette % utenfor i fgrste omgang.

O<\z|<%:
1 1 1 — il
- _—_. e 83n:_ 8n3n—1.
/() z 1—8z3 znz_:o(z) nz_:o z
]Z\>%:
101 1 D A T N D
f(z)_z 823 1—1/823_8247;(8z3> _;08”“2 '

b) Vi benytter Laurentrekken for f(z) som gjelder for |z| > 1 fordi C ligger i
dette omradet. Da er

=1
f(z)dz = ]{ 27344z =0
# 1) > grd,

fordi §, z* dz = 0 for alle heltalls k # —1.

Alternativt kan vi finne verdien av integralet ved residyregning;:

j{ f(z)dz = 2mi[Res.—o f(2) + Res,_1 f(2) + Res,_1c2mi/3 f(2) + Res,_1 carisa f(2)]
c

der

1 1 1
551 b ReSpomn =55 = for k=0,24

Res,—g =
=0 3223 — 1la=1eknisa

som igjen gir at ¢, f(z)dz = 0.

Det andre integralet er integralet av en ikke-analytisk funksjon. Det kan for
eksempel beregnes slik:

1 1 1 (™ _.. . [T
]{(Rez)dz:f —(z2+2)dz = —j{idz: —/ e ie?dh = 1/ df = mi
C C 2 2 2 -7 2 -

der vi har brukt at fC zdz = 0 ved Cauchy’s integralteorem, og parametriseringen
z=eY —m <O <mfor C,slik at Z= e og dz = ie??dd.
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Oppgave 5.
a)

ei% _ ebiz fo_ ()" ZZO— (5iz)™
f(z) = 5 = =0_n! > =0 nl
14 % —1— 224 {ledd av grad > 2} —44

= = o 9(2)

der g(z) er gitt ved en konvergent Taylorrekke, og derfor er analytisk. Vi har derfor
b= —4i.
Vi bruker den gitte parametriseringen av integrasjonsveien Sg:

. f(2)dz —/ _—4idz+/ g(2)dz = /7r R—4Rzewd9+ /SR g(2)dz

—4/ d9+/ dz—47r+/ g(z)dz.
SR SR

LaR — 0. Da vil [ Sn z)dz — 0 fordi g analytisk medfgrer at g er begrenset pa Skg,

slik at | [ g(2)dz| < M 7R — 0 ved ML-ulikheten. Altsa er limp_o [y f(2)dz =
4.

b)
6i$—y _ 651':6—5y

z| < o2

212 212

1 oo eia: _ e5z’:c 1 0

der f(z) er funksjonen fra a). La 0 < r < R. La C vaere den lukkede kurven som
bestar av halvsirklene Si og —S, og de to rette linjestykkene fra —R til —r og fra
r til R langs x-aksen, tatt i positiv omlgpsretning. Da er

r R
= [ rei- | RO | s+ s

der §. f(z)dz = 0 ved Cauchy’s integralteorem. La R — oo og r — 0T. Da gar

denne hkheten mot -
0= / f(x)dx — 4.

I:/OO cosac—cosSa:dx: %/OO cosx—cosSa:dx
0 — 00

Derfor er I =4n/4 = 7.



