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Oppgave 1 Siden e* er analytisk kan vi bruke analysens fundamentalteorem,
z _ 212 . T4mg 1 z
e dz = [e*] ) =€ 1=—(1+e1).
C1

Det andre integralet kan regnes ut ved residyteoremet (f(z) = 2~7e* har kun en singularitet,
en orden 6 pol i z = 0) eller med Cauchys integralformel for den 6-deriverte til e*. I begge
tilfeller far en (kan en fa):

v
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f()dz =

~—(e*)®
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Oppgave 2 Fra grafen ser vi at
r(t) =u(t) +u(t —1) — 2u(t — 2).
Vi anvender Laplacetransformen pa den ordineere differentialligningen og far

1 —s —2s
s?Y — sy(0) — y/(0) + sY — y(0) — 2Y = B + 68 —265 :

som gir
1 14+e™—2e %

_S—1+ s(s2+s—2)

En alternativ mate & finne £(r) er & bruke definisjonen pa Laplace transformen direkte.

Oppgave 3 Vi bruker formlen (Rottman s.176):
F(f xg) = V2rF(f)F(g)

og far

F(h) = F(e™ xe™) = VorF(e ") F(e™™) = Vor (%6_) |
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Derfor er
Fh) =/ Ze s
=4/=€ 2.
2
w2
For a = % gir formlen som er gitt i oppgaveteksten at F (e_%mz) =e 2z, og dermed er

2

hz) = F\F(h) = \/gf‘l(e‘w?z) = /5%

Oppgave 4 Vi finner fgrst Laurentrekkene on z = 1 for g(z) = % Den har to slike
Laurentrekker, en for |z — 1| < 1 og en for |z — 1| > 1 fordi g bare har en singularitet i origo.
Begge skal ha formen Y 2 a,z", og vi finner dem ved & betrakte g(z) som summen av en
geometrisk rekke:

1 _ 1 _ oS n — oo n n
1 1 e ) SN =D ol — o) > neo(=1)"(z = 1)
_ = — = 1 1 o 1 _ o0 n+1 . o0 m —m
z z—1+41 B e e R —UT, = =D oV == (D" (z 1)
Den forste rekke konvergerer for |u| = |z — 1] < 1 og den andre for |v| = |z — 1|7' < 1
dvs. for |z — 1| > 1. Sa finner vi Laurentrekkene om z = 1 for h(z) = -=;. Det er bare

en slik Laurentrekke siden z = 1 er den eneste singulariteten for h. Rekken skal ha formen
S anz™. Observer at e = e* ! = ee*~! slik at MacLaurin (Taylor) rekka til e* gir

e ew_eooln_ool S
T w2 Y
Denne rekken konvergerer for alle |w| = |z — 1| > 0. Ved & kombinere disse to resultatene far
vi at
F(z) = YooM= )M+ e m(z - )T =25+ 30 [(_1)n+1 + G| G-

00 —1)m+1 o) e n—
PO D D TCER D

der den forste rekken konvergerer for 0 < |z — 1] < 1 og den andre rekken for |z — 1| > 1.

Oppgave 5

a) Telleren til f(z) har hverken nullpunkt (e* # 0 for alle z € C) eller singulariteter (bortsett
fra i z = 00). Dermed er det nullpunktene til nevneren h(z) som gir singularitetene for

f(2):

C —(=2) /(22 —4-1-2

z = 5 =1+ ’i,
dvs. f(2) har (orden 1) poler i 1 + i. Residyene blir da som falger
—iwz —iw(14i) o
Res f(z) = < - :Fie_””eiw.

s W) |, 200 -2 2
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b) Husk at w < 0 og observerer at hvis z = x + iy, da er
le™™| = |e”"™%|e"Y = e"¥ <1 nar y >0,

dvs. for z i gvre halvplan hvor ogsa Sg ligger. Ved bruk av M L-ulikheten far vi

‘e—iwz‘ 1
< — 7R < - 7R
. B e s g R S e )
1 1 1 1
—5 max 5 R =, o Max ——— TR — 0,
TR Al R e A

fordi ‘wz—%w+%}—>1nér lw| =1 o0g R — oo.

c) Fouriertransformen til g(z) er

1 o , 1 o
g(w) = —— x)e "dr = — x)dr for weR.
otw) = == [ 4t =/ 1@
Vi skal bestemme denne ved konturintegrasjon og residyregning.

Forst lar vi w < 0 (som i b)), og la Cg veere den lukka kurven som bestar av linjestykket
fra —R til R pa den reelle aksen og halvsirkelen Sg i gvre halvplan (se figur nedenfor).

Im Im
A A
-R 0 R -
SR \ k Re
n 0 R - Re Se

Da er

prv/ fla)de = lim f( )dz = lim (/ f(z)dz — st() )

Integralet over Sg gar mot 0 (se b)) og integralet over Cr regnes ut ved hjelp av
residyteoremet og resultatene fra a) (obs: 1+ ¢ er eneste pol i gvre halvplan):

f(2)dz = 2mi Res f(z) = me~"™e.
Cr z=1+1

Siden

* > dx o0 dx *  dx
/;oo|f($)|d$—/_oom—/;wm—/;oox2+1—2ArCtan(OO)—7T<OO,
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sa er f absolutt integrerbar of ffooo f(x)dx = pr.v. ffooo f(x) dz. Altsa kan vi konkludere
med at

g(w) = ge_iwew for w <0.

Nar w > 0 kan vi ikke bruke samme kontur C'r som over. Problemet er at vi ikke lenger
har at |e=*?| er begrenset (av 1) i gvre halvplan og dermed vil ikke integralet over Sg
ga mot 0. Derimot for z = x + iy er

—sz‘

e le7™e eV = e <1 for y <0,

dvs. |e”™Z| er begrenset (av 1) i nedre halvplan. Dermed legger vi konturen i nedre
halvplan som vist i figuren over. La Cg : 2(§) = Re™® for 0 < # < 7. Denne halvsirkelen
ligger i nedre halvplan og er vist pa figuren over. Videre la C veere den lukka kurven
som bestar av halvsirken Sy og linjestykket fra —R til R pa den reelle aksen (se figur

over). Obs: Cg er orientert med klokka. Da er

Vi) = fo [ toyia = ([ sz [ sc0e).

Som i b) finner vi at
IRCLEE
Sk

og residyteoremet og a) (obs: 1 — i er eneste pol i nedre halvplan) gir

1
< _— — 0
ma}é|22—22+2’ R—o0 ’

fR)dz=— |  f(2)dz= —2m'zf_{le§if(z) = e e,
Cr —Cr -

Dermed kan vi konkludere med at

g(w) =/ ze ™e™™ for w >0,

g(w) = \/ge_iwe_“” for weR.

og sammenlagt far vi da

Oppgave 6

a) Ved innsetting ser vi at:

0 02 8u1 02U1 8uQ 82uQ .
grEuz) — i) = (E‘ axz)i <E‘ axz) =0
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b)

0g

(u1 +u2)(0,t) = 2a, (u1 —u2)(0,t) =0,
(ug +ug)(1,t) = 20b, (u1 —ug)(1,t) = 0.

Altsa lgser uq, + up randverdiproblemet

u _Pu—0 for t>0 og x€(0,1),

u(0,t) = 2a for t >0, ;
u(l,t) =2b for t >0,

og uy — ug lgser (**).

Superposisjonsprinsippet holder for (*) dersom Aui(x,t) + Bug(x,t) ogsa lpser (*) for

alle reelle tall A og B:
81@ 82u2 o
b (E ")

(Auy + Bu)(0,t) = (A+ B)a og (Auy + Bug)(1,t) = (A+ B)b,

dvs. Auy(x,t) + Bus(z,t) lgser (*) bare nar a = 0 = b. Dermed holder superposisjons-
prinsippet ikke for (*) nar a eller b er ulik null. Men det holder for (**) siden (**) svarer
til (*) med a =0 = b.

0 0 Ouy Py

0g

Legg merke til at vy = uy, Vpp = Ugy, v(0,¢) = u(0,t) —a og v(1,t) = u(1,t) — b. Siden u
oppfyller (*), ser vi at v mé oppfylle (**).

Randverdiproblemet (**) er lgst i Kreyszig, se der for detaljer i utregningen. Innsetting
av v(z,y) = F()G(t) 1 (*%) gir

G'(t) = kG(t) fort >0,
F'"(t)=kF(t) for0<z <1,
F0)=0=F(1),

der k er en konstant. Likningene for F har bare lgsning forskjellig fra 0 nar k = —n?7?

for n € N, og da er

2.2

F,(z) = K,sin(nmx) og G,(t)=Che ™™,

for vilkarlige konstanter K, C,. Alle lpsninger pa formen v(z,y) = F(z)G(t) er da gitt
ved
Un(,1) = Fo(2)Gp(t) = Ape ™ " tsin(nrz), neN,

og der A, = K,,C,, er en vilkarlig konstant.
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c) Husk at a = —1 og b = 1, slik at u(x,t) = v(z,t) — [—1 + 22]. Vi ser da at v lgser
randverdiproblemet (**) med initialbetingelse

(1) v(z,0) = u(z,0) + [-1 + 22| = sin(7x) + [—1 + 2z].

Fra b) og superposisjon har vi fglgende kandidat til lgsning av (**) og (1),
v(x,t) = Z Ane ™t sin(na).
n=1
Ved a sette t = 0 far vi

(2) > Aysin(nrz) = v(x,0) = sinmx + [~1 + 2a].

n=1

Na finner vi Fourier sin-rekken til —1 + 2z for 0 < z < 1:

n 1

—142z= Z bysin(nmx) for 0<zx<1 og b,= 2/ (=1 + 2z) sin(n7mx) dx.

n=1 0

Delvis integrasjon gir at b, = = (1+ (—1)") for n € N, og fra (2) ser vi dermed at ma vi
velge

Ai=bi+1 og A,=0, forn>1.

Dvs. lgsningen v av (**) og (1) er

2 4 > ]_ 2.2
t:—ﬂt‘ = = —AmATit 2 )
v(z,t) =e " ‘sinmr + - mz::l 5¢ sin(2mmz)
Her har vi brukt at b, = 0 for n odde og b, = - for n (= 2m) like. Lgsningen u av (*)
og (***) er da
u(z,t) =v(x,t) — [-1 — 2x].



