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Lasningsforslag
Oppgave 1 Vi Laplacetransformerer ligningen:
1 100
2 _ —sm/2 _ —sm/2
Y —sY —6Y =100 — — | = 1— .
§ i (52—1-1 ‘ 52+1> 32—1—1( ‘ )
Vi lgser denne med hensyn pa Y'(s):
100 100

Y(s) = (1—e*™/?) = (1—e*™?).

(s2—s5—6)(s>+1) (s —3)(s+2)(s®2+1)

For a sammenligne med det gitte svaret, setter vi de tre brgkene i det gitte svaret pa felles
brgkstrek. Nevneren stemmer da, og telleren blir

2(s+2)(s* +1) —4(s — 3)(s* + 1) + (25 — 14)(s — 3)(s + 2) = 100.
Derved har vi vist uttrykket for Y(s).

La

2 4 2s — 14
G(s) = - .
=3 st e
Da er
g(t) = C_l(G)(t) =23 —4e ™ 4 2cost — 14sint
0og

LG (s)e™™?) = g(t — n/2)u(t — 7/2)
= [2%73/2 — 4e7HFT 4 2 cos(t — 7/2) — 14sin(t — 7/2)] u(t — 7/2)

der
cos(t —m/2) =sint og sin(t —7/2) = — cost.

Derfor:

y(t) = 2¢% — 4™ 4 2cost — 14sint + [2e3 7372 — 4e72F™ 4 2sint + 14 cos t]u(t — 7/2).
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Oppgave 2

a) Fouriersinusrekken til f(z) er sin mz. (Riktig form og riktige verdier.)

o0

Fouriercosinusrekken til f(z) har formen ay + Z a, cosnmz der

n=1

1 [ ! — b9
ag = —/ f(z)dz = / sinmx dr = [ﬂ} =—
1/ 0 T o T

2 [ b
a, = 1 sinwx cosmx dr = sin2rx dx = 0,
0 0

og for n > 2,

9 [l 1
an = I/ f(x) cosnrx dx = 2/ sinmz cosnmx dz
0 0

—cos(l —n)rz  cos(l+n)rz]’

= /Ol(sin(l —n)rx +sin(l + n)rz)dr = {

= Trmr
B {(—1)%1 —1 (=) — 1} (- —1) {o for n odde
(n—1)m (n+ 1) (n?—=1)m ﬁ for n like.
Fouriercosinusrekken for f(x) er derved
2 4dcos2rx  4cosdmx  4dcosbmr 2 éi cos2nmw
T (22-1)m (42-1m (62—1)m moomi= dn? -1

b) Vi sgker forst lgsninger pa formen u(x,y) = F(x)G(y). De ma tilfredsstille

F'G+ FG" = FG

som gir to ordineere diffligninger. Randbetingelsene holder nar F'(0) = 0 og F’(1) = 0.
Vi lgser derfor fgrst randverdiproblemet

F"=kF, F'(0)=0, F'(1)=0.

For k > 0 er den generelle lgsningen F(z) = AeV* + Be Vk og derved F'(z) =
VE(AeVkr — Be=VEr) Derfor er F'(0) = F'(1) = 0 bare nar A = B = 0.

For k = 0 er den generelle lgsningen F'(x) = A+ Bz, og derved F’'(x) = B. Randkravet
gir at B = 0, slik at Fy(z) = A er en ikke-triviell lgsning av randverdiproblemet.

For k < 0 er den generelle lpsningen F(x) = Acos/|k|z + Bsin/|k|z, og derved
F'(z) = /|k|(—=Asiny/|k|z + Bcos+/|k|x). Kravet F'(0) = 0 gir at B = 0. Kravet
F'(1) = 0 gir at \/|k|(—Asiny/|k|) = 0 som inntreffer dersom A = 0 eller sin y/|k| = 0.
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A = 0 gir bare den trivielle null-lgsningen. sin \/|k| = 0 for \/|k| = nm forn =1,2,3,...,
det vil si for k = —n?n?. Losningene er da F,(x) = A, cosnmz forn =1,2,3,....
Ligningen for G(y) har formen G” = (1 — k)G = (1 + n*7?)G som har den generelle

lgsningen
G(y) = BueV T 4 Cpen VT for n = 1,23,

Derved har vi fglgende produktlgsninger:
uo(z,y) = Age? + Boe™ Y,
Anemy + Bne—my)

un(z,y) = ( cosnmx for n=1,2,3,....

Superposisjonsprinsippet sier at

u(z,y) = Z Un(2,y) = Age? + Boe ¥ + Z (Ane’ Ln*m%y L Bhe™™ 1+"2”2?’) COS NTx
n=0 n=1
= Z (Anev Ln®ry L B eV 1+"2”2y) COSNTTIL

n=0
er en lgsning av randverdiproblemet i b). Den skal ogsa tilfredsstille u(z,0) = 0 og
u(z,1) = sinmz. Vi har

u(z,0) = Ag+ By + Z (An + Bn) COSNTL = Z (An + Bn) cosnmx =0
n=1 n=0

bare nar B,, = —A,, for alle n > 0. Derved ma

u(r,1) = Zun(l‘, 1) = Z Ay (eVIFm _ emVIFRT cog e = sin
n=0

n=0

o 2.2 _ 2.2 .
noe som bare holder nar An(e\/H" ™ _ e=Vifniw ) = a, for alle n, der a, er koeffisientene
i Fouriercosinusrekken til f(x) = sin wz. Altsa:

B an, B 2a,,
eV1i+nin? _ o=VI+n®7?  ginh /1 + n272

A

Lgsningen er derfor

2sinhy  (4sinh/1+ 2272 y) cos 27z
rsinhl (22 — 1)7wsinh /1 + 2272
(2sinh /1 4 4272 y) cos 4z (4sinh /1 + 6272 y) cos 6
a (42 - ) sinh /1 + 4272 B (62— 1) sinh /1 + 6272 B
_ 2sinhy 4 > (sinh \/my) cos 2nmx
T gsinhl ;Z (4n? — 1)sinh\/m '
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Oppgave 3

a) Nevneren har nullpunkter i (2 4 v/3)i. Integranden har poler av orden 1 i disse to punk-
tene. Bare polen (2 — v/3)i ligger innenfor kurven C. Residyet til f(z) i denne polen

er
1

T o4y

1
=3 2430

R‘esz:(27\/§)if<z)

Ved residyteoremet er derfor

%—d'z -
o2 —diz—1 2V/3i

b) Pa grunn av periodisiteten til integranden, gjelder

/2# d@ _2/27r d@
op2—sinf "), 2—sind

Vi bruker substitusjonen z = €% i dette integralet. Siden

0 _ —if -1
sinf = ‘e _Z /Z
21 21

o dh dz/(iz) dz
5 g = 2 o6 _ 2=1/z AP S
_or 2 —sinf c2— L ot —4diz—1
der C er enhetsirkelen (sirkelen om origo med radius 1). Ved svaret i a) er derfor

I dof 47 47
v T T3
/2ﬂ2—sm9 V3 V3

)5

og dz =ie"dh =iz db,

gir det

Oppgave 4 Laurentrekken konvergerer mot f(z) for |2z| > 1, det vil si for |z| > 1. Derfor

er
f(z):nioo(zn—m”:(22—1)22+(21—1)21+§<2in—1)2%
:12+2+;:<i>n—§(%)n:14+1_11/4—1_11/2:14+§—2:4—§.
Faktisk er
= > /1 1 1\ & /1\"
o=y e-vr=3 (F-1) 5= Y () - X ()
(1/22)7*  (1/2)*  8%° 23

T 1-1/22 1-1/z 2z—-1 z-1

for |z] > % Siden f er analytisk i hele det komplekse planet unntatt i de enkle polene, er f
entydig bestemt ved dette uttrykket for alle z forskjellig fra 0, % og 1. Derfor er f(1/4) =
82 @ _ 11
11 -1 48

G



