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Oppgave 1 Vi Laplacetranformerer likningen

s*Y (s) — sy(0) — /(0) + 2[sY (s)

—y(0)] +Y(s)
Sa bruker vi at L[0(t —2004)] = e

1
— L L[5(t — 2004)].
—2004s 4,(0) = 0 og 4/ (0) = 1, og lgser for Y (s):
1 1 2004
(s)——(8+1)2[1+4e ]

Her har vi ogsa brukt at s> +2s+ 1= (s+1)
andre forskyvningslov (s og t-shift) samt £

y(t)= 7| ! }ﬁcl[ !

1
—2004s| _ 4 —t | Lo —(t—2004), (4
eES Ve R Gl ey | = te™t+ 7t —2000)¢ u(t — 2004)

Til slutt inverstransformerer vi. Ved fgrste og
(5] =t finner vi at

Oppgave 2 Fouriersinusrekken til f(x) har formen Z by, sin % der
n=1
/ f(z sm—dx—/( )sin?dm
—2 —1-2
= (1——)—005@ / ——cos@dx
2" nm 2 nmw
1 nm 2 [ 7T] (—].)mm, n:2m—1,
= —Cos— — sinnm — sin —
nm 2 n2m2 2 (—l)mL

5 n = 2m.
Dermed er de tre forste leddene i Fourierrekka

2 1 27ra: 2 3rx
) sin 2% 2 R o sin 5 9n2 sin

5
Summen av Fourier sinusrekka er lik den odde periodiske utvidelsen av f(x) til R
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Oppgave 3

a) Vi bruker definisjonen av cos z og 2. kvadratsetning:

1, . . 1 ..
0=cosz—1= i(e” +e ) —1= 5677’2(612 —1)%

Siden e~ # 0 for alle z € C, ma e”* = 1. Med z = x + 4y far vi at

@) — giTemy — dvs. y =0 og x = 2km eller z = 2kw for alle k € Z.

b) Singularitetene til g(z) er nullpunktene til nevneren cos z — 1, dvs z = k27 for alle k € Z.

Siden sirkelen (' ikke omslutter noen singulariteter, fglger det av Cauchys integralteorem

at
j{ g(z)dz = 0.
Cq

Sirkelen C5 omslutter singularitetene z5 = 0 og z; = 27w, og dermed fglger det av
Residyteoremet at

]{ g(z)dz = 2mi [lz%zeosg(z) + Zfigig(z)] :
s

Siden singularitetene er fgrste ordens poler, er

) . sinz+ zcosz . 2cosz—zsinz
Resg(z) =limzg(z) = lim———F— = lim = -2
2=0 z—0 I’ Hopital z—0 —smz I’ Hopital z—0 — COS z

. . 2co8z—(z—2m)sinz
Res g(z) = lim (z — 2m)g(z) = lim ( ) = -2,
z=27 z—2m 2x1' Hopital z—2m — COS z

og dermed blir
]{ g(z) dz = —8mi.
Ca

Oppgave 4

a) Likning (1) og u = F(z)G(y) gir F"(x)G(y) + F(x)G"(y) = 0. Divisjon med FG gir

F'(x)  G"(y)
F(z) G(y)

= konstant = k,

eller

(5) F'"(x) — kF(z) =
(6) G"(y

(7) F'(0)=0=F'(1).
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Mens 0 = u,(z,0) = F(z)G'(0) gir F' =0 og dermed u = 0, eller
(8) G'(0) = 0.
Vi lgser (5) og (7) for F. Lgsningen av (5) avhenger av fortegn til k:

o k=0: Fyo(x) = Ay + Box og (7) gir 0 = F}(0) = Fi(1) = By, dvs. Fy(z) = Ay.
o k=c*>0: F(z) = Ae‘x + Be " og (7) gir

cA—cB=0 og cAe' —cBe™t =0,

og dermed ma A = B = 0 som gir F' =0 og dermed u = 0.
e k=—c*<0: F(x) = Acos(cz) + Bsin(cz) og (7) gir

—cAsin0+ cBcos0 =0 og — cAsinc+ cBcosc =0,
dvs. B=0og Asinc=0. Hvis A =0 blir F =0 og u = 0, ellers ma ¢ = nr:
F.(x) = A, cos(nmx), n=1,2,3,...
Na lgser vi (6) og (8) for G, men kun for k som gir F' # 0, dvs k = —n?7%, n=0,1,2,...:

e n=0: Gy(y) = Co+ Doy og (8) gir at 0 = G{(0) = Dy, dvs Go(y) = Cp.
e n=1,23...:G,(y) = Cre"™ + D,e "™ og (8) gir 0 = G (0) = nwC,, —nwD,, og

Gn(y) = 2C, cosh(nmy), n=1,2,3,...
Konlusjon: Alle lgsninger pa formen F(x)G(y) av (1), (2) og (3) er gitt ved
Un(z,y) = Fo(2)Gp(y) = A, cos(nmz) cosh(nmy), n=0,1,2,3,...

der Ag = AyCy og A, = 24,,C,, n=1,2,3,....
b) Det ser ut som om u = us + uz (ug, usz definert i a)) kan oppfylle (4) ved rett valg av
konstanter. Siden
uy (2, y) = Ay2m sinh(27y) cos(2mx) + Ag3m sinh(3my) cos(3mx),
vil (4) veere oppfylt hvis A, og As velges slik at
3cos(2mx) — cos(3mx) = Ay27 sinh(27) cos(27z) + As3msinh(37) cos(3nz),

dvs. at
cosh(2my)

27 sinh(27)

cosh(3my)

~ Srsmh(am) BT

u(z,y) =3 cos(2mx)

Denne funksjonen u oppfyller ogsa (1) (pga. superposisjonsprinsippet), og randbetingel-
sene (2) og (3) (siden de holder for hvert ledd).

Det er lett a se at u + up = u + Ap ogsa lgser (1) — (4) for en vilkarlig konstant A,,
dermed vil v(z,y) = u(x,y) — u(0,0) lgse (1) — (4) og tilleggsbetingelsen v(0,0) = 0.

Alternativ: Sett u = >~ u, og bestem koeffisienter slik at (4) og u(0,0) = 0 er oppfylt.
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Oppgave 5 Sidekantene SI' og S er gitt av likningene y = —a, —a < 2z < 1 og y = aq,
—a < x < 1 henholdsvis. T begge tilfellene er y*> = a? og z < 1. La S veaere enten S” eller S°.
Lengden til S er L =a+ 1 og hvis z = x + iy € S vil

|6zt‘ — |€xt||€iyt| _ 6a:t S 6t, (t 2 O) og

M L-ulikheten gir da
1 zt
/ 5 eftdz| < max| |
5z ze5 |22

¢
L < —(a+1) — 0nara — oo.
a

Legg merke til at

1
—26th2 = _26th2 — —26th2
sh 2 Ra * v s¢ Sn %

De tre siste integralene gar mot null nar a — oo mens det fgrste integralet kan regnes ut vha.
residyteoremet. Siden integranden har en eneste singularitet, en andre ordens pol i z = 0, blir

1 2t d 2t
f —e?dz = 2miRes € 27 lim —(226—> = 2mit.
R

22 2=0 22 =0 dz\ 2?2
Dermed blir

1 1
lim —/ eldz = t.
a—oo 271 Sh 22

1 1+i00 StdS

Obs: Vi har na regnet ut invers Laplace transform [fl(§2) =5- ) 0 2

Oppgave 6 La z =z +iy € D. Hvis f(2) = u(z,y) + iv(z,y), er u(z,y)* + v(z,y)* =
|f(2)|> = konst. Deriver mhp. x og y:
2uu, + 2vv, =0 og 2uuy, + 2vvy = 0.
Multipliser forste likning med u, og andre med u, og adder:
2u(ul + u)) = —20(vguy + vyuy).

Cauchy Riemann likningene u, = v,, u, = —v, medfgrer at hgyresiden er null, slik at enten er
u = 0 eller sa er u2 + u) = 0. Siden dette gjelder for alle punkt z = x + 4y € D, ma

wy =0 =wuu, i D og dermed er u? = konstant i D

(alternativt ville kontinuitet av u, u,, v, gitt v, =0 =w, i D og dermed u konstant). Siden u
er konstant, gir Cauchy-Riemann likningene at v, = 0 = v, i D og dermed er ogsa v konstant
i D. Dermed er f konstant i D.



