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EKSAMENSOPPGAVER FOR TMA4120 MATEMATIKK 4K H-03
Del A: Laplacetransformasjon, Fourieranalyse og PDL

Oppgave A-1

a) La f(x) veere definert for 0 < z < 7 ved

) = {_2 nar 0 < x < /2,

1 narn/2 <z <.

Finn Fourier-cosinusrekken til f(z) i intervallet 0 < z < 7.

b) Gitt den partielle differenssialligningen

ou  Pu
1 —=—, 0<z< t>0
) ot o =T iED
med randbetingelser
ou ou
2 —(0,t) = —(m,t) =0, t>0.
2 Sh0.) =i m ) =0, 12

Finn alle lgsninger av (1) og (2) som er av formen u(z,t) = F(z)G(t).

c) Angi en lgsning av (1) og (2) som oppfyller initialbetingelsen
(3) u(z,0) = f(x), 0<z<m,
der f(z) er funksjonen definert i a).
Bestem til slutt en lgsning av (1) og (2) som istedenfor (3) oppfyller initialbetingelsen
u(z,0) = sin® z, 0<z<m.
Oppgave A-2
Bruk Laplacetransformasjonen til a lgse initialverdiproblemet
v 2 2y =6(t—m),  w(0)=1 y(0)=0,

der 0 betegner deltafunksjonen.

TMA4120 Matematikk 4K H-03 Side 2
Oppgave A-3
Bruk tabell til & vise at funksjonen ze~***(a > 0) har Fouriertransformert:
—az?\ _ iw —w?/4a
(1) Flre ™) = OOEE e .

Bruk sa (1) og tabell til a bestemme funksjonen f nar

1’877’2 _ / f(l)) 6—2(1—1:)2 dv .

Oppgave A-4
a) Finn f(t) og g(t) nar deres Laplacetransformerte er
1
Lf)=Fs) = Lig=GC(s)=z(1-e7)

b) Lgs initialverdiproblemet

Y +y=g@)—0dt—-1), y(0)=4'(0)=0

der g er definert i a) og d betegner deltafunksjonen.

c) Bestem x(t) av integralligningen
t
/ [z(u) — f(uw)]z(t —u) du= g(t)
0
der f og g er funksjonene definert i a).

Oppgave A-5
a) La f(x) vaere definert for 0 < z < 7 ved

v _Jo nar 0 <z < 7/2,
f(l)i{ﬂ—:r nar /2 <z <.

Finn Fourier-sinusrekken til f(z) i intervallet 0 < 2 < 7.

b) Angi summen av sinusrekken i a) for x = 7/2 og for v = =37 /4.
Finn summen av rekken ) 1 1
It tg ot
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Oppgave A-6
La g veere en to ganger deriverbar funksjon, sett

f(@) =g"(x)

og anta at [*_|f(z)|dx < o0 og at [~ |g(z)|dz < oo slik at de Fouriertransformerte av f(z) og
g(x) eksisterer. Vi spker en lgsning av den partielle differensialligningen

Pu  Ou 0 << >0
- — = —00 T o
ox? Oy ' =
slik at 9
) . u
i vl y) =l (@) =0
og
)
5, (#0) = (@),

a) Overfor problemet ved hjelp av Fouriertransformasjonen til en ordinger differensialligning og
lgs denne.

b) Vis at lgsningen pa problemet kan skrives pa formen

u(z,y) = / g(x —p)h(p,y)dp fory>0

e}

og finn funksjonen h(p,y).

Oppgave A-7
Lgs folgende ligning ved hjelp av Laplacetransformasjonen:

1
y'(t) +/ e y(t —u) du — y(t) = be' — 4t,
0

hvor y(0) =1 og ¢t > 0.

Oppgave A-8
a) Finn de lgsninger av den partielle differensialligningen
u N t@u —0
Ox? ot

som kan skrives pa formen

u(z,t) = F(2)G(t),

og som tilfredsstiller randkravene

u(0,t) = u(m,t) =0 fort > 0.
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b) Finn en lgsning fra a) som ogsa tilfredsstiller kravet

u(z,1) =sinx — 3sin 3z.

Oppgave A-9
Gitt den partielle differensialligningen
M 0% 0u
2 ot 2
oxt o0x? tu ot?
hvor —oo < 2 < 400 og t > 0 og randbetingelsene
OFu(z,t
lim u(z,t)=0= lim u(x,?)

r—Fo00 z—Fo0 Oxk

fork=1,2,3

og
lim |u(z,t)] < oc.
t—+o0

a) Benytt Fouriertransformasjonen til a overfgre den gitte ligning til en ordineer differens
ning og lgs denne. Forklar bruken av randbetingelsene.

b) Finn en lgsning u(z, t) som tilfredsstiller kravet u(z,0) = f(z), hvor f(x) er en passend
funksjon. Uttrykk lgsningen sa enkelt som mulig ved et konvolusjonsintegral

¢) Regn ut Fouriertransformasjonene til e=1# og (2 — 22)e~"/2.

d) Vis at
+o0
u(z,t) = / e lulg=(@=w?/2 g,

oo

er en lgsning av den inhomogene ligningen

M 0% u o\ g2
— —a?/2
814728I2+u78t2—2(27z)el .

Oppgave A-10
Lgs initialverdiproblemet

¢
f'(t) = e*sint +/ e®(cosu + 2sinu) f(t — u) du, t>0
0

f(0)=0

ved hjelp av Laplacetransformasjonen.

Oppgave A-11
Beregn Fourierintegralet for funksjonen

f(z)= ge""' for —oo < z < 00
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og begrunn at det eksisterer og konvergerer mot f(z) for alle z.

/Oo cosx T
dr = —.
o 1+a? 2e

Det oppgis at Fourierintegralet til en funksjon f(z) kan skrives som

Bruk resultatet til a vise at

/ [A(w) coswz + B(w) sinwz| dw
0

der

Alw) = /;OO f(v) coswo dv, B(w) = 1 /;00 f(v) sinwo dv.

oS} ™ oo

Oppgave A-12
a) Finn alle funksjoner av typen

u(z, t) = F(z)G(t), 0<z<m, 0<t<1
som tilfredsstiller den partielle differensialligningen
(*) Ugpy — 4Uy + U = Uy,
og randbetingelsene
() w(0,t) =u(m,t) =0 for0<t<1.
b) Finn lgsningen u(z,t) av () og (+*) som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsen
u(z,0) = 2¢** sin T cos T for 0 <z <.

c) Finn lgsningen u(z,t) av (x) og (*) som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsen

u(,0) = ve®” for0<ax <.

Oppgave A-13
a) La r(t) vaere trappefunksjonen definert ved

rt)=n+1 forn<t<n+1l, n=0,1,2 ...

Tegn grafen til r(¢) og uttrykk r(¢) ved enhetsprangfunksjoner (unit step functions) u(t —n).
Finn den Laplacetransformerte R(s) = £(r) som en geometrisk rekke. For hvilke s konver-
gerer rekken, og hva blir summen?
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b) Finn den inverse Laplacetransformerte £7! {

L efns} forn=0,1,2,...

s(s+1)

Benytt svaret til a finne lgsningen av initialverdiproblemet

¥ +x=r),

z(0) =1

som en uendelig rekke. (Funksjonen r(t) er definert i a).)

Oppgave A-14

a) Gitt funksjonen
f(@) = o(r - 2)

for0 <z <m.

Finn Fouriercosinusrekken til f(z) i det gitte intervallet.

b) Finn alle lgsninger pa formen u(z,y) = F(z)G(y) av randverdiproblemet

ou_ Ou
oy 7 Ox?
()3 52

ou
%(07 y) = %(ﬂ-7

for0<z<my>0,

y)=0 fory>0.

00

Side 6

¢) Finn en (formell) lgsning av () pa formen u(z,y) = > F,(x)G,(y) som oppfyller

u(z,0) = z(n — 2)

Finn ogsa en lgsning av (*) som oppfyller

n=0

for0 <z <m.

u(z,0) =2coszcos3z for 0 <z <.

Oppgave A-15

a) La a veere en positiv konstant. Finn den inverse Fouriertransformerte til

e~alvl
b) Gitt den todimensjonale Laplaceligningen
(1) %Jr%:o for —oo < x < o0,y >0
med tilleggsbetingelser
2) T u(ry) = tm 9y =0

La @(w,y) veere den Fouriertransformerte av u(z,y) med hensyn pa z. Bruk Fouriert
formasjonen til & finne en ordineer differensialligning for @(w,y) og lgs denne.
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c) Anta at u(z,y) i tillegg til (1) og (2) ogsa oppfyller

lim u(z,y) =0 og u(z,0)= f(z),

Y—00
der f er en gitt funksjon som kan Fouriertransformeres.

Vis at u(x,y) kan skrives pa formen

y/°° f(t)dt

R AN e e

for y > 0.

Oppgave A-16
a) Bestem

L(tsint), L(tcost) og E*l{ﬁ}

ved a bruke formler for Laplacetransformasjonen i formelsamlingen.
b) Finn ved hjelp av Laplacetransformasjonen de lgsninger av differensialligningen
ta" — 22" +tx =0

som tilfredsstiller z(0) = 0.

Oppgave A-17
a) Gitt funksjonen

Fla) = {L for —m <z <0,

0 for0<uz<m,

som antas a veere periodisk med periode 27. Finn Fourier-rekken til f(z).
b) Funksjonen g(z) er ogsa periodisk med periode 27 og

—me*  for —m <z <0,
g(x) =

e for0<z<m.

Det oppgis at g(x) har Fourier-rekke

(*) Z f2n (1= (=1)"™) sinnw.

Hva er summen av rekken (x) for z = 7/2 og for x = 37/27
Finn ogsa summen av rekken

L3 5T
Bl ¥l 524l 7Pl

4+
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Oppgave A-18
Gitt den partielle differensialligningen

O*u ou ou
1 — 4= 2 =0.
(1) oz T ax+6u+yay 0

a) Finn de lgsninger pa formen
u(z,y) = F(x)G(y)
som tilfredsstiller kravene
() u(0,y) =u(m,y) =0 fory>0.
b) Finn en lgsning av (1) som i tillegg til () oppfyller
u(z, 1) = e @ sin’ z.
3

. . . 3 _ . 1 . .
(Oppgitt formel: sin® 2 = § sinx — 7 sin 3x.)

Oppgave A-19
Det oppgis at Fourierintegralet til en funksjon f(x) kan skrives som

/OOO[A(w) cos wz + B(w) sinwz] dw

der

Aw) = %/jc f(z)coswazdx og B(w)= %/jc f(z)sinwz dz.

Bestem funksjonene A(w) og B(w) for funksjonen

fz) =

0 for x < 0,
e ™ forx > 0.

Bruk resultatet til a finne verdien av integralene

° cosw * wsinw
——dw og 5 dw.
o 14w o 14w

Oppgave A-20
La f(z) veere en odde funksjon som oppfyller

1 for0<z<1,
f(x){() for z > 1.

a) Finn den Fouriertransformerte av f(x).

Side 8



TMA4120 Matematikk 4K H-03 Side 9 av 34

b) Bruk den inverse Fouriertransformasjonen til a beregne integralet

(1 — cost)sint
/ (1 — cost) sin it

t

o)

Oppgave A-21
Gitt den partielle differensialligningen

0*u Ou 3 %u

(%) o2 Ty, t3u=g5  Osesm 20
a) Finn alle lgsninger av (x) som kan skrives pa formen u(z,t) = F(z)G(t) og som oppfyller
randbetingelsene
(i) u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

b) Finn en lgsning av (*) som i tillegg til (i) ogsa oppfyller initialbetingelsene

0
(ii) u(z,0) = e”**(sinz — 2sin 3x), 8—1;(23 0)=0, 0<z<m.
Oppgave A-22
La u(z,y) veere en lgsning av
O _ ou + <z< >0
—=—+u, —00 < T < 00, 1
ox2 Oy ’ Y=

som oppfyller u(z,0) = f(z) for alle z. Anta at u(z,y) kan Fouriertransformeres med hensyn pa
x, og at

) . Ou
A ) = g o) =0

Vis at u(z,y) kan skrives pa formen

u@y%:§;/2fm—m¢@mﬂﬁ

og finn funksjonen h(t).

Oppgave A-23
La0<a<mogla f(x) veere en like funksjon med periode 27 som oppfyller

1 hvis0<z<a,
o= 102

0 hvisa<z<m.
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a) Vis at Fourierrekken til f(z) er

o0 .
a 2 sinna
— ——— cos nx.
T

b) Finn summen av rekkene

oo . o0 .
sinna 3y sin 2na
i) E .

2n

Oppgave A-24
Finn f(z) av ligningen

Oppgave A-25
Gitt den partielle differensialligningen
Pu Ou

gu o <z< > 0.
(+) gatigy =0 0<z<m £20

Side 10

a) Finn alle lgsninger av (x) som kan skrives pa formen u(z,t) = F(2)G(t) og som opp

betingelsene

(i) u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

b) Finn en lgsning av (x) som i tillegg til (i) ogsa oppfyller betingelsen

e}

(ii) wa, ) =SB g<a<m
n-

n=1

Oppgave A-26
Gitt et system av ordineere differensialligninger

Yy 42y —ya = f(1)
vy + 2y — 1 = —f(t)

der

1 hvisO0<t<1
ft) = .
0 hvist>1

og y;(0) = y}{(0) =0 for i = 1,2.
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a) Vis at
der Yi(s) = £l (0).
b) Finn y1(t) og y2(?).

Oppgave A-27
a) La f(x) veere funksjonen

2— x| for —2 <z <2,
f@) = {O ellers.

Finn den Fouriertransformerte av f(z).

b) Bruk resultatet fra a) til a beregne

Oppgave A-28
Gitt den partielle differensialligningen

. Pu_,ou v
oz~ Tox | Ot
der 0 <z <mogt>0.

a) Finn alle lpsninger av () pa formen u(z,t) = F(x)G(t) som oppfyller

(1) u(0,t) = u(m,t) =0 forallet > 0.
b) Finn den lgsningen av () som i tillegg til (i) ogsa er slik at Fourierrekken til u(z,0)e™" er
gitt ved
(i) 0 =30 T dnon + 1)
il u(z,0)e —stm n x

n=0

for0 <z <m.
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Oppgave A-29
a) Finn Fourierrekken til den funksjonen med periode 27 som er gitt ved

—z for —m <2 <0,
fla) =
0 for0<z<m.

b) Bruk resultatet fra a) til a finne summen av rekkene

Z (2n+1)? o8 Z 2n+1

n=0 n=0

00
c) La ap+ Zl [an, cos nx + by, sin nz] veere Fourierrekken fra a). Skisser den kontinuerlige
e

sjonen som har

o0
ap + E Qy, COSNT

n=1

som sin Fourierrekke. Det er nok a skissere funksjonen for —27 < z < 27.

Oppgave A-30
Gitt den partielle differensialligningen

Pu 0%

1 e e
M o~ " o
der ¢ er en positiv konstant.
a) Finn alle lgsninger av (1) pa formen
u(z,t) = F(z)G(t)

som tilfredsstiller randkravene
ou

(2) u(0,t) = %(L t)y=0fort>0

der L er en positiv konstant.

b) Finn lgsningen u av (1) og (2) som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsene

o ou . 37
u(z,0) = sin YA E(I’O) =sing-z, z€ [0, L].
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Oppgave A-31
La funksjonen g vaere definert ved

0 for x < —m,
m+x for —m <x <0,
T—1x for0<az<m,
0 for x > 7.

a) Finn den Fouriertransformerte, g, til g.

b) Bruk resultatet til & beregne integralet

o0 1 _ o
[y,
0 w
Oppgave A-32

La h veere definert ved h(t) = t? + ¢ for ¢ € (—m, 7] og h(t + 27) = h(t) for t € R.
a) Skisser funksjonen h for alle t € R.
b) Finn Fourierrekken til A.
¢) Bestem summen av Fourierrekken for alle ¢ € R.

d) Finn summen av rekken

Oppgave A-33
La funksjonen f, veere definert ved

) = {a forte[1,1+1/q],

0 ellers,

der « er positiv konstant.
a) Finn den Laplacetransformerte, £(f,), til fa.

b) Lgs differensialligningen

%) {y” +y = fa
y(0) =y'(0) = 0,

der f, er funksjonen ovenfor.
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c) Lgsningen y av differensialligningen (%) vil avhenge av parameteren a.

Finn ¢(t) =lim y(¢). Hvilken differensialligning vil ¢ tilfredsstille?

Oppgave A-34
a) Finn L(te 'sin2t).

b) Finn £{(t + b)u(t —a)} og L7} {(()—l-—b)z} der @ og b er positive konstanter.
s

¢) Bruk Laplacetransformasjonen til a finne funksjonen y(t) nar

d [t
y(t)—%/oey(t—T)dT—i-t

for alle ¢ > 0.

Oppgave A-35
Lgs den partielle differensialligningen

Pu  Ou
®) .
der —oo < & < o0 og t > 0, under betingelsene
. . . Ou
(i) Iklinoou(z,t) =0 og Tklinooa—gv(x t)=0
(if) u(z,0) = f(z)

der f(x) er en funksjon som har en Fouriertransformert.
Vis at svaret kan skrives pa formen

1 o0
u(z,t) = Wor [x flz—st)g(s)ds

der funksjonen g(s) skal bestemmes.

Oppgave A-36

Funksjonen f(z) =7 — >

0 <z <, er gitt.

a) Finn sinusrekken til funksjonen f(z).

b) La for alle z, S(z) betegne summen av sinusrekken til f(z) i a).
Hva blir S<fg> og S(%)?
Skisser grafen til S(z) i det lukkede intervallet [—2m, +27].
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Gitt den partielle differensialligningen

Pu ou
= gy >
(*) o= Ut 120
med randkrav
(%) uw(0,t) =0 =u(m,t), ¢>0.

c) Finn alle lgsningene av () pa formen
u(z,t) = F(z)G(t)
som ogsa tilfredsstiller (xx), og bestem en lgsning av (x) som tilfredsstiller (+x) og initialbe-

tingelsen
u(z,0) = f(z), O<z<m, t>0.

Oppgave A-37
Bruk Laplacetransformasjonen til a finne f(¢) nar

fit)y=e"~- Q/Ut cos(t —u) f(u) du

for alle t > 0.

Oppgave A-38
coshz, 0 <z <.

)

a) Finn Fouriercosinusrekka til funksjonen f(x)

(Husk at sinhx = % og coshz = %

b) Bruk resultatet i a) til a vise at

=

> Gl
n? 2 §1Hh T

n—2
¢) Hvor mange ledd ma vi ta med irekka i b) for a beregne summen med feil mindre enn 0, 004?

d) Finn alle lgsninger av

Pu  Ou

— =t=, <z< t ,
() o2 % 0<z<m t>0,
pa formen u(z,t) = F(x)G(t) som oppfyller

. ou ou
(i) (%(0 t) = . —(m,t)=0, t>0.
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e) Finn den lgsningen av (x) som i tillegg til (i) ogsa oppfyller
(ii) u(z,1) = f(z), 0<z<m,

der f(z) er som i a).

Oppgave A-39

b) Gitt et system av differensialligninger

'+ x—y=rt)
Yty —a=—r(t)

der

1 nar0<t<3
r(t) = {0 nart > 3
og z(0) = 2'(0) = y(0) =y'(0) = 0.

Finn z(t) og y(t).

Oppgave A-40

a) La f(z) = (m — x) for 0 < z < 7. Hva blir Fourier-sinusrekken til f(z)? Du kan bru
Fourier-sinusrekken til 2 for 0 < 2 < 7 er

4 1
o Z { [Qm -1 7w2(2m-—1)? sin (2m — 1)z — 2 sin 2m:p} )

m=1
b) Finn alle lgsninger av Laplaces ligning
(1) Upp + Uy =0, 0<a<nw, 0<y<nm
pa formen u(z,y) = F(z)G(y) som tilfredsstiller
(2) u(z,0) = u(0,y) = u(m,y) = 0.
c) Bestem en lgsning av (1) og (2) som oppfyller
(3) u(z,m) = f(z), 0<z<m

der f(x) er funksjonen definert i a).
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Oppgave A-41
a) Finn Fouriertransformasjonen til funksjonen

f(z) = e cos .

b) Bruk resultatet fra a) til a finne verdien av integralet

/'°° w? + 2
——— coswdw.
o wt+4

Oppgave A-42

La f veere definert ved
. cosz, x€|0,7/2),
Flo) = { o)

0, x € [n/2,7).

Side 17 av 34

La g betegne den odde, periodiske utvidelsen av f med periode 27, og la h vaere den like, periodiske

utvidelsen av f med periode 2.
a) Skisser g og h pa intervallet (—3m, 37]. (Merk av enhetene pa aksene.)
b) Finn Fourierrekken til A.

La G og H betegne summen av Fourierrekkene til henholdsvis g og h.
c) Bestem G og H i punktene z = —7/4, x = 0 og x = 7/2.

d) Finn summen av rekkene

S

= = 1
mzzl(gm)tl ©8 Z(2m)271'

e) Finn alle lgsninger u av randverdiproblemet

(%) Uy = Ugy +u, € [0,7]
Uz (0,1) = up(m,t) =0, t>0
pa formen u(x,t) = F(z)G(t).
f) Bestem lgsningen av (x) som tilfredsstiller initialbetingelsene

u(z,0) = f(x), w(z,0)=0

der f er funksjonen gitt i begynnelsen av oppgaven.
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Oppgave A-43
a) Finn Fouriertransformasjonen til funksjonen

o) = {1— lz] for |z| <1

0 for x| > 1.

b) Bruk resultatet fra a) til a finne verdien av integralet

> sin’t
[ot,
0 t

(Hint: 1 — cosw = 2sin®w/2)
Oppgave A-44
La a veere en positiv konstant. Funksjonene f, og g, er definert ved

0 for0<t<a,

() =e fort>0 og L (1) =
fa(®) g a(t) {c“t for @ < L

a) Finn de Laplacetransformerte £{f,} og £{g.}, og beregn (f, * g.)(t).

b) Bruk Laplacetransformasjonen til & finne en lgsning av integralligningen

¢ ¢
y(t) — / ey(t —u)du= / go(u)e! ™ du
0 0
der gy er funksjonen g, for a = 2.
Oppgave A-45
a) Finn Fourier-sinusrekken til funksjonen f(z) = 1 pa intervallet [0, 7].
b) Differensialligningen

(i) Uy + 2Uy +u = Ly

Side 18

er gitt for 0 < z < w, ¢ > 1. Finn alle funksjoner av formen u(z,t) = F(z)G(t)

tilfredsstiller (i) og randbetingelsen
(ii) w(0,t) =u(m,t) =0 fort>1.
c) Finn en formell lgsning av (i) og (ii) som tilfredsstiller initialbetingelsen

(iii) u(z,l)=e" for0<z<m.
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Oppgave A-46 b) (Kan besvares uavhengig av pkt. a)) La f(6) veere en funksjon med periode 27 gitt ve

a) Finn de Fouriertransformerte til funksjonene
0 for—m<6<0

@) e @ foraz>0 0 forz>0 f@)=4q1 for0<f<m/2
x) = ,
0 forx <0 e’ forx <0. 0 form/2<6<m.

Finn Fourierrekken til f(6).
b) Bruk Fouriertransformasjonen til & vise at f % g = %( f+g). inn Fourierrekken til f(6)

> cos(aw)
1+ w?

c) Temperaturen pa randen av sirkelskiven, u(1,9), er gitt ved

u(1,0) = f(0).

Finn pa rekkeform et uttrykk for temperaturen i et vilkarlig punkt (r, ) pa sirkelskive

dw der a er et reelt tall.

Beregn integralet /
0

Oppgave A-47

1 1 eae
Finn £71¢ —— b L7100 — L7 ——— 1 na >0,a>0.
=) Fimn {52 +w? }7 {3(52 +w?) } o S Oppgave A-50

Bruk Fouriertransformasjonen til 4 finne f(x) nar
b) Lgs initialverdiproblemet: ) @)

*(11172 * — T*UZ
y' +ay=r(t), y(0)=0, y(0)=1 e :1 f@e ™ du, b>a>0.

0 forO0<t<l1
der T(t)_{l nart > 1

Oppgave A-51

c) Skisser grafen til y(¢) nar a) Finn den inverse Laplacetransformerte til funksjonen
1
Y +4y=0(t—m7), y(0)=0, ¢ (0)=1. F(s) =e™"
(s+b)?

Oppgave A-48 b) Bruk Laplacetransformasjonen til a finne en lgsning av initialverdiproblemet

Funksjonen f(z) =7, 0 < x < 1, er gitt. Beregn koeffisientene i Fourier-sinusrekken til f(z) og G2 ta=0(t—1)—5(t—2)
skriv opp rekken. Skisser ogsa grafen til rekkens sum i det lukkede intervallet [—2, 2]. 2(0) = 2
z(0) = 2.

Oppgave A-49
Gitt en sirkuleer skive med radius 1 og sentrum i origo. Temperaturen i et punkt pa skiven med

polarkoordinater (r, 6) betegnes u(r, 6). Den kontinuerlige funksjonen u(r, ) er lgsning av ligningen Oppgave A-52
) ) a) Finn alle funksjoner av formen u(z,y) = F(2)G(y) i rektanglet 0 < z < a,0 <y <b
Fu 10u 10w tilfredsstiller

1 — +t——+—=—=0 0<r<l1, —o<l<
(1) or? * ror + r2 00?2 ( " » T o)
Ugg + Uy = 0
og oppfyller (selvsagt) betingelse Tz vy
g oppiyller (selvsagt) betingelsen (0, 9) = ug(a,y) = u(z,0) = 0.

(2) u(r, 0 + 2m) = u(r, ).
b) Finn den funksjonen, som i tillegg til betingelsene under punkt a, tilfredsstiller
a) La p > 0 og bestem alle lgsninger av (1) pa formen u(r,d) = rPG(6). Hvilke av disse
. . . T 2rx
lgsningene tilfredsstiller (2)? u(z,b) = cos — + cos —.
a a
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Oppgave A-53
a) Finn Fourier-cosinusrekken til funksjonen f(z) = e pa intervallet [0, 7].

b) Skisser summen av rekken i intervallet [—27, 27].

¢) Evaluer rekken for 2 = 0 og x = 7 og bruk dette til a beregne summen av rekkene

O Y o @) Y

n=0 n=0

—

—1)n
+n?

—_

Oppgave A-54
Strgmmen 4(¢) tilfredsstiller ligningen

t
me+é/ﬁﬁm7:mm 0<t< oo,
0

der v(t) =0nar 0 <t <5, v(t) =17nar 5 <t < 10,
og v(t) = 0 nar t > 10.

a) Finn Laplacetransformasjonen

I(s) = L{i(t)}.

b) Bestem i(t). Beregn i(2), i(7) og i(11).

Oppgave A-55
Bestem pa kompleks form Fourierrekken til f(z) = e #! for —7 < o < « der f(z) er periodisk
med periode 27.

Oppgave A-56
a) Lgs integralligningen

¢
y(t) = (t+1e' — Qet/ e Ty(T)dr.
0
b) Funksjonen f er definert ved

8sint for 0 <t <,
t) = -
ug {0 for t > 7.

Lgs differensialligningen
Y+ 9y = f(t)
med initialverdier y(0) = 0, '(0) = 0.

TMA4120 Matematikk 4K H-03 Side 22

Oppgave A-57
Funksjonen u(z,y) er definert for 0 <z < 7, y > 0. Den tilfredsstiller differensialligningen

(1) Upgy —u=0 for0<az<m y>0
og randvilkarene
(2) u(0,y) = u(m,y) =0 fory>0.
a) Finn ferst alle funksjoner u(z,y) pa formen u(z,y) = F(z)G(y) som tilfredsstiller (1) o
b) Finn deretter en funksjon u(z,y) som tilfredsstiller (1), (2) og initialvilkaret
(3) w(z,0) =sinz +sin2z for 0 <z < 7.
c) Finn tilslutt en formell rekke u(z,y) som tilfredsstiller (1), (2) og initialvilkaret
(4) uy(2,0) =1 for0 <z <.

Oppgave A-58
a) Funksjonen f er definert ved

0 ellers

f(ac)—{l fora<z<b

der a, b er konstanter, 0 < a < b. Regn ut den Fouriertransformerte av f(z).

Uttrykk dernest den inverse Fouriertransformasjonen ved f(z).

b) Bruk resultatet i a) til & finne verdien av integralene

o0 1 —iwa o0 3 N
—e sin aw
/ —dw og / dw.
oW 0 w

Oppgave A-59
Gitt fglgende partielle differensialligning

ou O%u )
a*ﬁ:8_£27 7OO<I<OO,LLZO
i
med randkravene

lnin u(x,t) = hrin uz(2,t) =0

x—E0o0 x—koo

Vis at en lgsning som oppfyller initialbetingelsen

u(z,0) =0
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er gitt pa formen
1 RN
u(z,t) = ﬁ/o e~ 1g(s,t) cos s ds.

Funksjonen g(s, t) skal bestemmes.

( Husk at differensialligningen dy/dt + ay = b, a og b konstanter, a # 0, har generell lgsning

y=Ce " +b/a.)
Oppgave A-60
Lgs fplgende system av differensialligninger

Vit +y=00—-1)
Yo+ 3 —y2 =0

med initialbetingelse y;(0) = 0 og y2(0) = —1.

Oppgave A-61
La funksjonen f veere definert ved

f(x) = {(W —a)z forz<a

(m—x)a forz>a
nar z € [0, 7] og a er en gitt konstant i intervallet (0, ).
a) Bestem Fourier-sinusrekken til f. Hva er summen av Fourier-sinusrekken til f i x = a?
b) Sett a = 1. Hva er summen av Fourier-sinusrekken til f i 2 = 1007

¢) Bruk Parsevals teorem (ogsa kalt Parsevals identitet) til & bestemme

o]

Z sin® na
nt

n=1

Oppgave A-62
a) La g veere en funksjon med Fouriertransformert g(w). Vis at

—1(~ —aw 1 = —(z— e
F Y (ge 2):%/ gly)e™ @ /e gy
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b) Anta at u tilfredsstiller initialverdiproblemet

Up = Upy + F(2,1)
u(z,0) = f(z)

der |u| — 0 og |u;| — 0 nar |z| — oo. La f og F veere slik at de Fouriertransfor:
eksisterer. Vis at den Fouriertransformerte @ oppfyller

¢
U(w, t) = (w)e’“’zt +/ F(w,T)efwz(t’T) dr.
0
c) Vis at u kan skrives som

1L(z,t):[w G(acfy,t)f(y)der'/O’/iC>C Gz —y,t —7)F(y,7)dydr

der

1 —&
G(z,t) = 2\/56 214,

Oppgave A-63
a) Bestem en lgsning pa formen v(z,t) = Az + B av randverdiproblemet

Ut = Uz
(*) Uz(ovt) = Kl
v(mt) = K,

der K7 og K> er gitte reelle tall.
La u og v veere vilkarlige lgsninger av (x). Vis at da vil w = u — v tilfredsstille
Wy = Weg
w,(0,t) = w(m,t) = 0.
b) Finn lgsningen u(z,t) av

Ut = Ugg
u.(0,8) =1
u(m, t) = 3w
u(z,0) =z + 27 + cos(z/2) — cos(3z/2).
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Oppgave A-64
a) Funksjonen f(z) er definert for 0 < z < 7 ved

flz) =2* — 7.
Det oppgis at
/Oﬂf(x)sinnxdx:%(lfcosmr) forn=1,2,....
Skriv opp Fourier-sinusrekken til f(z).
b) Funksjonen u(z,t) tilfredsstiller differensialligningen

(1) Up + U — Uypy = 0

for 0 < <7, t>0.Finn alle lgsninger pa formen u(z,t) = F(z)G(t) som ogsa tilfreds-

stiller randvilkarene

(2) u(0,t) =0, u(m,t)=0 fort>0.
c) Finn en lgsning av (1) og (2) som tilfredsstiller initialvilkaret
8
(3) u(z,0) = f(x) — =sinz for0<z <,
T

der f(z) er funksjonen definert i punkt a).

Oppgave A-65
Gitt funksjonen f(z) = e, a >0

a) Regn ut den Fouriertransformerte av f konvolusjon med seg selv (dvs. F(f * f)).

b) Bruk resultatet i a) til a finne verdien av

o 2 2
/ 8—a(z—u) cem ™y
-0

for alle x € R.

Oppgave A-66

a) Bestem Fourier-sinusrekka til f(z) = z for z € [0, 71].
b) Finn alle lgsninger pa form u(z,y) = F(z)G(y) av

Upy — 2Uy + Uyy = 0
(*) S u(x,0) =0, =z €0,
u(0,y) = u(m,y) =0, yel0,m)

TMA4120 Matematikk 4K H-03

c) Bestem lgsningen av (x) som oppfyller

u(z, ™) = ze”.

Oppgave A-67
La x = z(t) og y = y(t) lgse

2 —x+ 5y =t
y'—dy — 21 =2

med initialbetingelse z(0) = y(0) = 2/(0) = y'(0) = 0.

a) Vis at X = L(z) og Y = L(y) kan skrives pa formen

1
Yo L, 8 5

2 3(s24+4)  3(s2+1)
2s
CECE

b) Bestem lgsningen z = z(t) og y = y(t).

Oppgave A-68

Bruk Fouriertransform til a vise
2a ™ coswx

dw = e~

T Jo w?+a?

for alle x € R og a > 0.

Side 26

Fasit

L6 ()
3t Zomcos(Zn-i-l)x

b) un(z,t) = Ape"tcosnz, n=0,1,2,...

A-1 a) 6
™

1, 6¢ (=" —(2n+1)%t
c) u(zt)==+-=Y ———e Vo5 (2n+ 1)z
2 7 ; (2n+1)
1 1
u(z,t) = 3~ 56"“ cos 2z

A-2 y(t) = e *(cost +sint) — e"e sint - u(t — )
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A-3 f(z) = 4 re—27 A-12 a) u,(z,t) = B,e*sinnx e (ML =123, ...
VT b) u(z,t) = e*sin2ze™"
= 2
A-4 a) f(t) = 0 fort<1, () = t fort<1 ) u(z,t) = Z(_l)nﬂﬁch sinng e~ (I
1 fort>1, 1 fort>1 n=1
b) t—sint fort<1 oo x4 1
y= —ns
Y 1—sint fort>1 A-13 a) r ;ut—n R(s):;ge :m for s >0
_ )1 fort<1 o0
c) m(t) =1, m(t) = 0 fort>1 b) [1 — 6_(‘_")} u(t —n), z(t) =r(t) — Z e_(t_")u(t —n)
n=1
A5 a) gsinxisian7gs1113x+sin4x+gsin5x77++ o 2
T 12 2 7 3 1 Tn Alda) T Z consme
oo . . 6
_ qymet 2sin(2m — )z sin2ma
;( T (2m—1)2 2m b) u,(z, ) Coe™™ 2 cosnz, n=0,1,2,...
b) 7'1'/47 —7’['/47 7r2/8 C) u j . Z COoS 2mx 72m2y2
y)=e W 2 + e cos 4
A6 a) w.y) = Glw)e " u(e,y) = €7 cos 20 e cos
1 2
b) h(p,y) = eV
) h(p.y) NG 2 a
A-15 a) /=
7w 22 + a?
A-7 y=e'(cost+ 3sint) + 2¢ b) G(w,y) = A(w)el”l¥ + B(w)e kv
A-8 a) u,(z,t) = At sinnz, n=12,... ,
b 2.4) = tsinz — 3t%si 2s s°—1 l _ )
) u(x,t) =tsinz — 3t?sin 3z A-16 a) FrT EE 2(.slnt tcost)
b) z(t) = C(sint — t cost)
A-9 a) U(w,t) = B(w)e @+t
e oo 2 o o
b) u(z,t) = —/ fu)e™@=W¥/4 gy T 2 cos (2n — 1)z (=" .
2\/7r_152 ,Dol A-17 a) 1= ; @n—1) + ; - sin nx
F (e~ lel) = \/j —7/2
C) (6 ) T w? +1 b) 7.[.6—7r/27 _Tre—‘lr/Q7 gle
. . +e T
F {(2 - xz)e’mz/z} = (w?+1)e™*/2 ¢
A-18 a) u,(z,y) = C e 2sinng - @Y, =123, ...
A-10 J(t) =1 — e + 1te* b) u(z,y) =2e " sing - eV — LT 5in 3z - e/

* coswr

o 1duw? A-19 A(w) = l#, (w) = 1w / B = / i
w14+ w? 0
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2 cosw — 1
A-20 a) /=80,
T w
b) /2

A-21 a) u,(z,t) =
b) u(z,t) = e~*[cos V2t - sinz — 2cosv/10¢ - sin 3z]

A-22 b)) =e"

A-23 b) i)

A-24 f(z) = ——=e 2

2 .
=Cpt" sinnx, n=12---
o0 77/2

A-25 a) u,(z,t)

b) u(z,t) =

n=1

Y smnx

A-26 b) y; =3 — LcosV3t —u(t—1) [t —LcosV3(t—1)],

Y2 = —Y1

2 1 — cos 2w

A-27 a) .

b) 7r/2

w

A-28 a) u,(z,t) = B,e” (n? “)tez sinnz, n=12 ...

b) u GLZ 2n+1

n=

—[(2n+1)2+1]t sin (2n + 1)

= [(=1)"—1 -1
A-29 a) Z + Z {% cosnx + % sin nx}

b) 7%/8, w/4
2n — 1)wet 2n — 1)met 2n —1
A-30 a) u,(z,t) = (An cos % + B, sin (2n 2L)7rc )siﬂ (2n o Vra
et T 2L . 3mwet . 3mx
b) u(z,t)—coq—%nf-&-fqlni S o

2L 2L  3me 2L 2L

Side 29 av 34

[An cosvVn?+1t+ B, sinvn? + 1t] e ®sinnz, n=1223,...

n=12...
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A-31

A-32

A-33

A-34

A-35

A-36

A-37

a)
b)

b)

<)

d)

b)

<)

b)
¢)

2 1 — cos mw

w?2

m
w2/2

_ 1 n+1
sin nt

—_1)»
2) cosnt + 2
n

2 S

h(t) fort# (2n — 1)m, n heltall
72 fort = (2n — 1)m, n heltall

27{'4 2
45 F
ae”?
1 —s/a
o )
0 fort <1

y(t) = < a[l — cos(t — 1)] forl<t<1+1/a
afcos(t —1 —1/a) —cos(t —1)] fort>1+1/a

0 fort <1, ,
w(t)—{. y'+y=0(t—1),

0)=y(0)=0
sin(t —1) fort > 1; y(0 =y(0)

4(s+1)
[(s+1)2+4)?
_as<a+b 1

=), (t= —b(t=a)q, (t+ —
. +52), (t—a)e u(t — a)

yt)y=t—1

gls) = e/

e 2 (=1)"

Z # sin nx

n=1 n

—Tr/8, —57r/8

(2, 1) = B,e [+ /4 gin ng: |

o)

2—(=1)"
u(x,t) = Z (T)G’K”QH)M]L sin nx

n=123, ...

n=1

fly=et(t—1)

Side 30
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A-38

A-39

A-40

A-41

A-42

A-43

a)

c) 14

d)

e) u

a)
b)

a)

b)

a)

b)

b) -

d)
e)

f)

sinhm  2sinhm o= (=1)"
+ T nz:; n?+1
(fra restleddsestimat for alternerende rekke)

up(z,t) = At cosnz, n=0,1,2,...

cosnx
™

sinh7 = 2sinh7 o= (=1)"
z,t) =
(@,t)=——+=—3

[1—cosv2t; 1[1—cosv2(t —3)u(t —3)
o(t) = L1 — cos V2] — L1 — cos vV2(t — 3)Ju(t — 3), y(t) = —x(t)

o=

up(z,y) = C'sinnz sinhny, n=1,2,...

8 i sin (2m — 1)z sinh (2m — 1)y
(2m — 1)3sinh (2m — )7

m=1

\/§w2+2
w44
mcos 1

2e

COSIJr% 3 le"H—l cos 2max
G(—m/4) :—1/\/5, G(0) =0, G(n/2) =0
H(—n/4)=1/v2, H@0)=1, H(x/2)=0
T™—2

—~
N —

Uuolx, t) Ao@ +B06 t
ui(z,t) = (Ay + Byt)cosz
t

up(x,t) = (A, cosvn? — 1t + B,sinv/n? — 1t)cosnz, n=2, 34, ...

ht 1m+1
_ cosht  cosz —Z( )

7 e svV4m? — 1t cos 2mzx

m=1

Side 31 av 34
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1
A-44 a) ——, et —
s—a

A-45

A-46

A-47

A-48

A-49

A-50

b)

a)

b)

)

b)

a)
b)

a)

b)

un(ac7 t) = e Tsinnz - ",

4 = sin(2n+1
(1) = 76712 (sm( n+ 1)z
7r

sia e (t — a)u(t — a)

(f2x g2)(t) = € (t — 2u(t - 2)

Zam (2n+1
2n+1
n=123, ...

1)
— (2n + 1)1+

]/t\( )= 1—w Gw) = 14w
=i rwry M7 Vo (Lt w?)
T e=lal

2

1 1 1
—sinwt; —(1 —coswt); —si t— t—
- sinwt; w2( cos wt); " sinw(t — a)u(t — a)

1sin2¢ + 1 — cos2(t — 1)]u(t — 1)

— 4
E sin (2m — 1)7x
2m —1
m=1

u(r,0) =A+ B0 (p=0) og wu(r,0)=rP(Acospd+ Bsinpd) (p>0)
up(r,0) = Ag og  un(r,0) =r"(A,cosnd + B,sinnb) (n=1,2,...)
_sin(nm/2) {(—1)("1)/2/7”1 forn=1,3,5, ...

1
ap=-, a
7y " 0 forn=2,4,6, ...

™m
1/mn forn=1,3,5, ...

1 — cos(nm/2
bn:%: 2/mn  for n =2, 6, 10, ...
’ 0 forn=4,8,12, ...

1 1 i mcos (2m+1)0  sin(2m+1)0  sin2(2m + 1)0
4 ™= 2m+1 2m+1 2m+1
1 . 1 i R (_1)mcos(2m +1)0  sin(2m+1)0 L p2eme) sin2(2m +1)0
4 7 — 2m+1 2m+1 2m+1
b Ry
f(I) _ e abz?/(b—a)

7w(b—a)

A-51 a) e "9t — a)u(t —a)

Side 32
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b) 2e7t(t+2) +e It — Du(t — 1) — e 2 (¢t — 2u(t — 2) A-60 y1 = 2sinh 2t + 3 (€271 4+ 3e720-D) (2 — 1)
Yo = *%eh - ie’m - %sinh 2t —Du(t—1)
A-52 a) uy(x,y) = Boy og un(z,y) = B, cos DT inh 1Y (n=1,2,...) *_ sinna
a a A-61 a) 22 5 sinnz, (m—a)a
sinh (7y/a)  wx  sinh (27y/a) 27z -
b) u(z,y) = ———27=cos — + ————=Ccos —
sinh (7b/a) a  sinh (27b/a) a b) —(m —1)(327 — 100)

c) (m—a)?a?/6

1 2 &KL= (1)
A-53 a) ;[1*6’ }+;ZTCOSHZ
n=1

- L - . A-63 a) v(z,t) = Kjo+ Ky — 7K,
b) Z I _ meoshm + 1 Z (113 T4 1 b) u(z,t) =z + 27 + e 4 cos(x/2) — e /4 cos(3z/2)
n=0

I+n?  2simhr  2° £ 1+n? 2sinhr 2
17C 8 1
A-54 T — —5s __ ,—10s _ ° si
a) I(s) Chs+ 1 (e e~10%) A-64 a) - ZO Gm 1P sin(2m + 1)z
AT, . P o
b) i(t) = E(e_(t_o)/RC“(t —5) — e (T ROyt —10)) b) un(z,t) = Boe ™ 2sinne (n=1,2,...)

1

i(2) =0, i(7)=(17/R)e”¥"C, i(11) = (17/R)(e” /" — e V/1C) c) u(z,t) = %e_tZ/Q Z [ e CmED  gin (2m + 1)z
n=1

1 - 1- (71)’”67” inx —w2/2a
ASS D e Ags a) ([T
A-56 a) y(t) = cosht b) Qﬂ o—az?/2
b) y(t) = sintfésinSt f-orogtgw “
0 fort>m 0 5
A-66 —1)™H =i
2 a) Z}( ) - sinng

A-57 a) u,(z,y) = Ape™¥/Vsinnz (n=1,2,...) "=

b) u,(z,y) = Ape”sinnasinh(vn?+1y) (n=1,2,...)
= 2sinh(vn? + 1y)

b) u(z,y) = e ¥sinz + e ¥*sin 2z
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