Laplace transform

Fourier transform

F(s) = LIfl(s) = [o~ e7F(t) dt F(w) = FIfl(w) = 4= [2, e ™ F(x) dx
E(x) = FHel(x) = 4= [22, e g(w) dw

Egenskaper: Egenskaper:

Llaf(t) + bg(t)] = aL[f] + bL[g] Flaf(x) + bg(x)] = aF[f] + bF[g]

L[f'](s) = sL[f] - £(0) FI)(w) = iwF[f](w)

L[f")(s) = s>L[f](s) — sf(0) — f'(0) FIF")(w) = —w? F[f](w)

Lle? F(8)](s) = F(s — a) Fle™ F(x)](w) = F(w — 2)

L[f(t — a)u(t — a)](s) = e *F(s) FIf(x = a)l(w) = e™F(w)

L[f x g] = L[f] - L[g], F[f*g]:\/ﬂf[flflg]

hvor (f * g)(t) = [q f(t — s)g(s) ds hvor (f x g)(x) = [20, f(x = y)g(y) dy

L[6(t — a)](s) = e
Llu(t = a)l(s) =

e

Flo(t = a)l(s) =

—iwa
76

Fourierintegral: f(x) = 2% F(w)e™ dw = F—1F[f]

x/ﬁ

Anvendelse:
y'+ay +by=1f, y'(0)=c,y0)=d
e (s> +as+b)Y=F+...

Y = ~ oy =LY
-1

solve
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Anvendelse:

U=, t >0, x ER, ule—o =

~ Oy = —2wWR0, o =Ff
~> 0= PSS u= _1([1)
solve F-1
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Fourierrekker

2L periodisk:  f(x) ~ S¢(x) = a0 + >_;2(an cos("*) + bnsin( X))

1 L

ao = &[5 f(x)dx||an=1 ", F(x)cos("X)dx || by = E [1, F(x)sin( ) dx

f(x), f kont. i x

Konvergens: S¢(x) = { Fot )4 [f stykkevis kont., h. og v. deriv. eks.]
s

f diskont. i x

Parseval: |2a3 + >0, (a2 + b2) = %f_LL f(x)? dx

Utvidelser av f(x), x € [0, L], til R:

Odde 2L periodisk utv.: h(x), x € R | Like 2L periodisk utv.: g(x), x € R
h(x) = F(x), x €0, L] (uv) | g()=fx), xe[0,  (utv)
h(x) = —h(—x), x € [—L,0] (odde) g(x)=g(—x), xe[-L0] (like)
h(x +2L) = h(x), x € R (2L-per) g(x+2L)=g(x), x R (2L-per)

Fourier sinus rekken til f(x), x € [0, L]: (= Fourierrekken til h(x))
F(x) ~ 3222 bysin( ™) ‘ by =2 [, h(x)sin(Z52) dx = 2 [£ £(x) sin( ) dx ‘
Fourier cosinus rekken til f(x), x € [0, L]: (= Fourierrekken til g(x))

f(x) ~ a0 + >_24 ancos( ") a0 = 1 [ f(x)dx
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an = 2 [} f(x)cos(2X) dx
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Partielle differensiallikninger

Bglgelikning urr = Cuxx, (t,x)€D (hyperbolsk)
Varmelikning ur = Cug, (t,x) €D (parabolsk)

Laplace likning  uxx +uyy =0, (x,y) € D  (elliptisk)

Lgsning: Tilstrekkelig deriverbar funksjon u som opfyller PDL i alle punkt i D. ‘

- lkke entydig uten tilleggsbetingelser:
Cauchy bet. = initialbet.:  Eks. u(x,t=0) = f(x)
Dirichlet randbetingelse: Eks. u(x=0,t)=0, u(x=1,t)=3
Neumann randbetingelse:  Eks. ux(x =0,t) =0 = ux(x =1,1t)

Eksempel: Cauchy-Neumann problem

Ut = 2y x € (0,7), t>0 Lgsning:
u(x,0) = f(x) x € (0,m) u(x,t) = effztcos(x),
ux(0,t) =0=ux(m,t) t>0 nar f(x) = cos(x)

’ Superposisjon: Hvis u, v Igser lineser homogen PDL, s& Igser au + bv samme PDL ‘

Lgsningsmetoder:
1. Fouriertransform (x € R) , Laplacetransform (x € [0, c0))
2. Separasjon av variable + Fourierrekker (x € [0, L])

3. D'Alemebert: Lgsn. av bglgelikn. er p& formen ¢(x + ct) + ¢ (x — ct) [best. ¢, )]
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Partielle differensiallikninger

Seperasjon av variable:

1. PDL 4 homogene tilleggsbetingelser:
Finn alle Igsninger p& formen u(x,t) = F(x) - G(t);
~ Uy =F,-G,,n=0,1,2,...

2. Inhomogene tillegsbetingelser
Superposisjon: u =" cyu,, der u, erfra 1.

Velg ¢, slik at u tilfredstiller inhomogen tillegsbet. (bruk Fourierrk.)

Inhomogene problem:

Au=f iQ, A=als+ b2+l
u=g i 0Q
Lgsning u = u1 + up hvor
Au1:f IQ, AU2:0 IQ,
and
=0 i 09, =g i 09
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Analytiske funksjoner
f(z) analytisk i zg : f(z) deriverbar i zp (4 liten omegn)

f(z) analytisk i domene D = oo deriverbar med konvergent Taylorrekke i D

’ f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analytisk i D ‘

)

Cauchy-Riemann likningene:

’ Ux = Vy, Uy =—Vyx | D‘ [ux, uy, vx, vy kontinuerlig]
I

u og v konjugerte harmoniske funksjoner:

’uxx+uyy:0‘ og ’Vxx+vyy:0‘ i D
Cauchys integralteorem Cauchys integralformel

n! f(z)
f(z)dz=0 £F(M (2 :—?{7dz n=0,1,2,...

hvis C enkel, lukka, og hvis C enkel, lukka, mot kl., omslutter zg,
f analytisk p& og innenfor C | f analytisk p& og innenfor C
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Laurentrekker, singulariteter, residyteoremet

Hvis f(z) analytisk pa |z — zo| < R / r < |z — z0] < R da er (Taylor/Laurents teorem)

oo

Taylorrekke: f(z) = Z ax(z — z0)* [a,, = %] for
k=0
o0 oo b

Laurentrekke: f(z) = Z a(z — z0)* + Z 7kk for
k=0 o (2~ 2)

Singulariteter: Punkt der f(z) ikke analytisk/definert ...

Isolert singularitet z; = eneste singularitet i liten disk:

1. Orden n pol z: f(z):Zak(z—zo)k-i-zf—lZD—i--n-i- (szigo)"' 0<|z—2z| <R
2. Essensiell sing. zo: f(z) =3 ak(z — z0)" + 3502, (z—bio)k’ 0<|z—2| <R
3. Hevbar sing. zp:
Residy: Res f(z) = by nér
z=z9
b b.
f(Z):30+31(Z—ZO)+"'+Z_IZO+ﬁ+---v 0<|z—2z| <R

zg orden n pol: | Res,—;,f(z) = lim;_ 4 ﬁ((z - zo)"f(z))(n_l)

Residyteoremet: hvis (i) C enkel, lukket, orientert mot kl., og

m
}1{ f(z)dz = 27riz Res f(z) | (ii) f analytisk p& og innenfor C utenom zi,...,zmn
c — z=z;
J=1
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Residy integrasjon av reelle integraler

27 : _ 1,41y 1, 1y
1. ‘0 F(cos@,smG)d@‘ = 7{2‘:11:(2(24-2)7 5:(z = 2))%
R
2. lim f(x) dx
R—oco J_R
—_———
:7{ f(z)dz—/ f(z)dz
Cr Sk
—_——— —
residyteoremet — 0 ved ML-ulikheten

_ j{w f(z)dz — /SR f(z)dz — /4 f(z) dz

N—_——— N—— e ——
residytm. — 0 (ML) — —7iResf(z)
R— o0 r—0 z=a

4. ‘f7 g(x) ”dex‘/

Som i punkt 2 / 3 med f(x) = g(x)e™™"*
M3 velge Cgr/C, g i det halvplan der le=wz| < 11

prv. [0 g(x)e™™xdx ‘
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