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Oppgave 1
a) Vi har
Fls) = !

(s+1)(s+2)
Vi bruker delbrgksoppspaltning og far

1 1
FO=67mD  6v

slik at den inverse Laplacetransformen til F' er
LYF)t) = f(t)=et —e 2.
Vi har s—9
Gls) = s(s+1)(s+2)

Igjen bruker vi delbrgskoppspaltning og far

1 3 2
Gl ==+ 552
Dermed
L)) =gt)=—1+3e " =2
Vi har
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(L-1)

(L-2)
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og t-forskyvningsteoremet gir
L7YX)(t) = =3f(t — Du(t—1)

0g
fra (L-1). Vi har

og t-forskyvningsteoremet gir
L7NY)(t) =gt — Du(t — 1).
Derfor,
LAY)E) =y(t) = (=1 4 3¢ 7D — 2072070yt — 1) (L-4)
fra (L-2).

e~ S

s

b) Vianvender Laplacetransformen pa begge sider av de to ligninger. Siden L(u(t—1)) =
og x(0) = y(0), far vi

e S

sX =—-4X -3Y -3

)
S
—s

SY =2X 4V + &

.
som kan skrives om

—S

(s+4)X +3V =35,
S

—S

X 4 (s—1)Y ="
S

Vi lgser dette systemet og far

B e ?

T 243542
(s —2)e*

s(s2+3s+2)

I punktet a) har vi regnet ut inverse Laplacetransformene til X og Y. Man har

x(t) = —3(6_(t_1) - e_Q(t_l))u(t - 1),
y(t) = (=1 +3e (7D — 26720y (¢ — 1).
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Oppgave 2

a) Vi har

Grafene til f, g og h.
Sinus-rekken til f er gitt av

flx) ~ f: b, sin(nmx)
n=1
der .
b, =2 i d
/0 f(x)sin(nrz) dx

Vi bruker delvis integrasjon og far
1
b, = 2/ xsin(nrz) dr
0

— 1 1
_y {x cos(mm’)} +2/ cos(nmr) i
0

nim 0 nm

=2

nw (nm)?
(-1

cos(nm) |, {ME

=2

Cosinusrekken til f er Fourierrekken til den like periodiske utvidelsen av f, det vil si g.
Siden ¢ er kontinuerlig i = 1 far vi at summen til cosinusrekken til f er lik g(1) = 1.
Sinurekken til f er Fourierrekken til den odde periodiske utvidelsen av f, det vil si

h. Na er h ikke kontinuerlig i * = 1 og vi har at summen til sinusrekken til f er lik
h1=)+h(14) _ g
— .
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b) Cosinusrekken til f er gitt av

f(z) ~ag+ Z a, cos(nmx)
n=1
der ) .
ag = / f(x)dzx, a, = 2/ f(x) cos(nmz) d.
0 0
Vi far

1
1
d:—
aO/O:Ex 2

1
ap = 2/ x cos(nmz) dx
0

og, ved hjelp av delvis integrasjon,

— M 1 siden sin(nm) = sin =
=2 { (nﬂ'>2 }0 ‘ ( ) (0) '
— (_1)# Si en cos(nmw) = (— n

=2 ()2 d (nm) = (=1)".

Vi tar © = 0. I dette punktet er summen til cosinusrekken lik ¢g(0) = 0 fordi g er
kontinuerlig. Vi far

1 (-)" =1
5 +2 ; G =0 (L-5)

Vi har

—2  hvis n er odde.

(—1)"—1 = {0 hvis n er like

Det folger at
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Oppgave 3

a) Vi setter inn u(z,t) = F(z)G(t) i ligningen og far

G//F — F//G
Det folger at

G// F// k

G F

der k er en konstant som er uavhengig av ¢t og .

Vi vil lgse
F" =LkF (L-6)

og vi méa finne randbetingelsene for (L-6). Siden w,(0,¢) = 0, far vi u,(0,¢) = F'(0)G(t) =0

som gir F’(0) = 0. Pa samme maten far man at F’'(7) = 0.
Hvis k > 0, er den generelle lgsningen til (L-6) gitt av
F(z) = Ae!® 4+ Be ™ #*

der p = Vk. Vi har F'(z) = pAet* —puBe ™ og F'(0) gir A = B og F'(r) gir pA(e!™ —e#7) =
0. Siden p # 0, dette forer til at A = 0 og vi far den trivielle lgsningen u(z,t) = 0.

Hvis k = 0, er den generelle lgsningen til (L-6) gitt av
F(z)=Ax+ B
Vi har F'(x) = A. Derfor F’(0) gir A =0 og da har vi ogsa at F'(r) = 0. Derfor er F'(x) = B
en lgsning til (L-6).
Hvis k < 0, er den generelle lgsningen til (L-6) gitt av
F(z) = Acos(pz) + Bsin(uz)

der p = +/—k. Vihar F'(z) = —pAsin(uzx) + pB cos(ux). Derfor F'(0) gir B =0 og F'(7) =0
medfgrer at
uBsin(um) =0

Siden 1 # 0, far vi at sin(ur) = 0 det vilsiat p =nog k= -n?forn=1,2,...
Na lgser vi ligningen
G"(t) = kG(t)

For k = 0 far vi
G(t) = Bt + A.
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For k = —n? far vi

G(t) = Acos(nt) + Bsin(nt)

Lgsningene av den form u(x,t) = F(z)G(t) er

0g

Uo(l’, t) = Bot + A()

up(z,t) = (A, cos(nt) + B, sin(nt)) cos(nz). (L-7)

b) Vi tar to lgsninger v og v av (1) og (2). La w(x,t) = au(z,t)+bv(x,t) for to vilkarlige kon-

stanter a og b. Ligninen (1) med randbetingelse (2) tilfredstiller superposisjonsprinsippet
hvis w er ogsa en lgsning. Vi har

Wit = AUyt + bvtt
= AUy, + vy, siden u og v er lgsninger til (1)

= QWgy
og w er en lgsning til (1). Vi har ogsa at
w,(0,1) = auy(0,t) + bv,(0,£) =0

0og
wy(m,t) = aug,(m,t) + bug(m, t) = 0.
Derfor w er en lgsning til (1) og (2) og vi har vist at systemet som bestar av ligningen

(1) og randbetingelsene (2) tilfredstiller superposisjonsprinsippet.

Ved & bruke superposisjonsprinsippet, far man den generelle lgsningen til (1)-(2) som er
gitt av

u(z,t) = Aot + By + i(Bn cos(nt) + A, sin(nt)) cos(nzx).

n=1

Vi ma bestemme A,, og B, slik at u tilfredstiller startbetingelsene
u(z,0) = cos?(x) (L-8)
0g
u(z,0) = cos(3x). (L-9)
Vi har -
u(z,0) = By + Z B,, cos(nx) = cos?(z)

n=1
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P4 venstre siden har vi Cosinusrekken til u(x,0). Siden cos®(z) = 1 + L9 iy vi at
1 1 :
Bozi, Bgzioan:Ohmsn#O,Q.
Vi har -
u(z,t) = Ao + Z(—an sin(nt) + nA, cos(nt)) cos(nz)
n=1
som gir
u(x,0) = Ag + Z nA, cos(nz) = cos(3z)
n=1
Pa venstre siden har vi na Cosinusrekken til u;(x,0) og det forer til at
1

A3 == g

Til slutt far man lgsningen
1 1 1.
u(z,t) = 3 + 5 cos(2t) cos(2x) + 3 sin(3t) cos(3x).
Oppgave 4
a) Ved & bruker tilneermingene
Ui—15 + Uit1 2u2
umm(xivyj) ~ J h—; J ]7
Uij—1 + Ui — 2Ui 5
Uy (24, 5) = —2 h]2 :
i hvert punkt (z;,y;) far man den fglgende numeriske metoden
Uio1j + Uigrj + Wiy + Wijpn —duij Bt (L-10)

12
I punktet (z1,y1) = (h, h), siden uy 9 = 1 = h og up; = 0, blir (L-10) til

U21 + U12 + h— 4U11

72 = huy;

som kan skrives om
27U21 -+ 27U12 — 109U11 =-9

der vi har brukt at A = %
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I punktet (za,y1) = (2h, h), siden ugg = x2 = 2h og us; = 1, blir (L-10) til

1+ uga + ur12 + 2h — 4ug
12

= 2hU21

som kan skrives om
27UQ2 + 27u11 — 110u21 = —45.

I punktet (z1,y2) = (h,2h), siden u; 3 =21 = h og up2 = 0, blir (L-10) til

U1 + U922 + h— 4U12
h2

= hu12

som kan skrives om
2TUg99 + 27uq11 — 109U, = —9.

I punktet (z3,y2) = (2h,2h), siden us3 = x9 = 2h og uzs = 1, blir (L-10) til

2h + 1+ Ui + Ul — 4U22
h2

= 2hU22

som kan skrives om
27U12 + 27U21 - 110u22 = —45.

Til slutt, far vi det fglgende systemet

—109 Uiy + 27U21 + 27 U12 = -9
27 U1l — 110 Ug1 + 27 U929 — —45
27 U1l — 109 U2 + 27 Ug2 = -9

27 U21 + 27 U12 — 110 U929 — —45

for (Un, U21, U12, U22)-

b) Gauss-Seidel metoden kan skrives som

—109z3%Y 4+ 272® 4 27l = -9
27— 11020 4 272 = —45
27 (Y — 10925+ 27 = 9
2728V 4 2720V — 11020Y = —45
Man far
1 = 0.5779 s = 0.7964

x3 = 0.4734 x4 = 0.7207
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Oppgave 5

a) Vilager Newtons divided difference interpolation tabell

v fj= ) | flg el fleg, xgen w0 fleg, o o] flrg, .o 204
0 1
5
0.25 2.25 12
11 16
0.5 5 24 0
23 16
0.75 10.75 36
41
1 21
og man far

P(z) =14 5z + 12x(z — 0.25) 4+ 16x(z — 0.25)(x — 5)

som forenkler seg til
P(x) = 162" + 42 + 1.

b) Vi har

/ (162 + 4z + 1) dz
0

\
| |

1

T
16— + 4—
[64 —1—40

=T.
Simpsons regel gir
! Az
/ P(z)dx = S, = ?(P(O) +4P(0.25) +2P(0.5) + 4P(0.75) + P(1))
0
0 25

— (144225 425441075 + 21)
=7

Feilestimat for feilen er gitt av

b —a)

d_
e T,
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for noen ¢ € [0,1]. Siden P har graden 3 har vi P®(z) = 0. Det vil si at feilen blir null
for P . Den degree of precision til Simpsons metode er lik 3 og metoden gir den eksakte
verdien av integralet til P.



