Eksamen TMA4135
13. august 2009

Lgsningsforslag

Norges teknisk—naturvitenskapelige
universitet
Institutt for matematiske fag

a) Ved & benytte enhetstrappefunksjonen kan vi skrive

ft) =t(u(t) —ult—1)) + 2 —t)(u(t —1) —ut - 2)) =
tu(t) — 2(t — Du(t — 1) + (t — 2u(t — 2).

Skifte pa t-aksen gir da

11 1
LifHs)=F(s)= 52" 5 -7 5=
1 —s 9 1—e )\
?(1—26 +€2>_< s ) .

b) Vi bruker delbrgkoppspalting.
s s+1—-1 1 1

(s+1)3  (s+1)3  (s+12 (s+1)3

Skifte pa s-aksen gir da

]

Skifte pa t-aksen gir

£HEEY 0 =gl =2 ((1-2) - (e 27 (e - 2),
eller
£ = 0 for t <2,
9(t) = e (t=2) (—%tQ + 3t — 4) for t> 2.

a) Likeutvidelsen f av f er periodisk med periode 2L = 4, sa vi har

oo
N s
f(x) =ao+ E G COST ST

n=1

Vi finner

/2 T d {O if n = 2k,
Qp = cCoOsSsnN—xr axr = 9 (_1)k+1 .
1 2 2 R if  n=2k+1.
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Skriver vi dette ut ser vi at

~ 1 2 /cosZx cos3Zx cosHix
T )

T2

b) Siden ligningen og randkravene er homogene gjelder superposisjonsprinsippet,
s&

o
u(x,t) = Ag + Z Ape= "3 cos ngx
1

er lgsning av (1) og (2).
For ogsa a fa tilfredsstilt initialkravet (3) ma vi velge A, = a,. Altsa

1 2 x z x 3Zx x\2,COSHE T
u(x,t) = 5 <e(2)2tccxs.12x — ef(SE)QtCOSTQ e*(5§)2tTQ . ) )

c) Setter vi inn u(z,t) = F(z)G(t) i ligningen, finner vi etter litt drpfting at
F'" = _\’F og G = -)\G
med A > 0. Vi har da at
F(z) = AcosAr + Bsin\x og G(t) = Ce Nt
som insatt i (2) gir

AcosA0+ BsinA\0=0 og ABcosA2 — AAsin A2 = 0.

Siden A > 0 far vi ikketriviell lgsning nar
1
A=0 og 2\= <n+2>7r for n=1,2,3,...

eller

2n+ )7

A= 1

for n=1,2,3,....

Altsa

(2n+1)7‘r>2t . Cn+ )
SI —mMmM

up(z,t) = Bne_( 1 R

2 .
Dersom vi setter h(x) = e~ 2z har vi h(w) = h(w) = e~

oo w2 (;c—u)z
/ e 2e 2 du=(hxh)(z).

— 00

Konvolusjonsregelen viser at

2

F{hxh}(w)=V2rh(w)h(w) =V2me ™ .
Fourierinversjon gir

o0 w2 (zfu)2 22
/ e 2e 2 du=(hxh)(z)=+me 7.

—00
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Vi finner forst gradienten til funksjonen i punktet (x,yo).
grad f(xo, yo) = %(l’o,yo)i + g;(xo,yo)f
Litt regning gir
gradf(xo,yo) = 2z (1 + ey3)2 7+ 6x2y26y3 (1 + eyg> 7.

Gradienten i punktet (1,1) blir dermed 2(1 + €)?i + 6¢e(1 + €)j. Det er da bare &
skrive opp svaret.

1 +1
UL = 14+e)i+3ej), w_ = —uy og wuy= 3et—(14€)7).
+ /—1O€2+26+1(( ) J) + 08 U ,—10624-264-1( ( )3)
Gitt et system av ordingere differensialligninger
Yy = —y
{u = w 0
y2 - 3/17

med initialbetingelse
yl(O) == 1, yQ(O) = 0.

a) En tilneermelse til lgsningen y; = [y1,4, ygﬂ‘]T ~ y(t;), t; = to + ih, ved bruk av
implisitt trapes metode et skritt, h = 0.2, gitt av

y(0.2) =y = w0 + & [F(w) + Flun)].

= Lo (8] =152 ])
Y2,1 0 1 Y11
Lgser vi ut de ukjente far vi
CTwa] 1 [997 [ 0.98019801...
Y=y | T 100 | 20 | T | 0.19801980... |-
b) Vi skal vise at

lyl2=/yi+y3=1, for t>0 (y(0)=[1,0]).

For enkelhets skyld viser vi ||y(t)||3 = 3% + y2 = 1. Siden |y||3 = 12 + 02 = 1,
og

gir

d d
@Hy(o)\l% == (v +43) = 2u191 + 25295 = 2 (y1(—y2) + y1y2) = 0

sa er ||ly||3 (og dermed ||y||2) konstant bevart for ¢+ > 0. Dette kan ogsi vises
ved & finne og bruke den eksakte lgsningen y; () = cost, y2(t) = sint for at vise

ly(®)ll2 = 1.
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c) Vi skal vise at [|y;11]l2 = [|yill2, for i = 0,1,2,..., der y; = [y1.4,y24]T er gitt
av implisitte trapes metoden

h [f(yi) + f(yir1)]-

Yi+1 = Yi + 5

Gitt ligningssystemet (1)
[ Yl,it1 ] _ [ Y ] +ﬁ <[ —Y2,i ] n [ —Y2,i+1 D
Y2.i+1 Yo2.i 2 Y1,i Yli+1
Lgser vi for y; 1 far vi
[ 2 h] |:3/1,i+1:|:|:2 h} |:ylz:|
—h 2 Y2,i+1 h 2 Y2,i

og siden

er

[ Y1,i+1 } _ 1 [ 2 —h r [ Y1, ] _ 1 [ (4 = 1*)y1,; — 4hya, }
Y2,i+1 4+ h? 44+ h2 | dhyri+ (4= b2y |-

Vi far til slutt

1

lyitalls = @+ ((4 — B?)%y3; 4+ 16h%y3; + 16h%y7 ; + (4 — h2)2y%’i)
1

- m(“ 2%+ 4+ P ) = o+ o = il

@ Gitt ligningssystemet
¥ =eY —uzx,
y =z-uy,
z(0) = y(0) = 0.
Et skritt, h = 0.5, med Heuns metode, gitt av
Ky = hf(tn,yn),
K2 = hf(tn + hyyn + Kl),

1
Yntl = Yn + §(K1 + Kb»),

gir, hvis yo = [0, y0]” = [0,0]"
e? -0 0.5
Kg_os[o_o]—[ 0],
Videre er yo + K1 = [0.5,0]7 og

e?—0.5 0.25
K5_05{05—0}"[0%]'

Og til slutt

1 0.375
y1:y0+2(K1+K2):[ }

0.125
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