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Lgsning av oppgave 1. (a) Ved hjelp av enhetstrinnfunksjonen (unit step function) u skriver
vir(t) =u(t —1) —u(t —2), og fra den generelle formelen (Rottmann) L{f(t —a)u(t —a)} =
e *F(s) med f(t) =1 har vi da

(b) Vi tar Laplacetransformert av begge sider av ligningen og bruker svaret fra (a). Det gir

—s —2s —s —2s
2 1 )Y (s) = _c ~¢ Vi =2 —¢
(5 + DY (s) = Rls) = = = Vi) = S
Delbrgkoppspaltning gi Lol 5 e foleel
okoppspaltning gir 5=y =~ 57 og folgelig
Y(s)=(e*—e*)G(s) der G(s)= 1o s
s s24+1

Invers Laplacetransformert av G(s) er (fra tabell) g(t) = 1 — cost. Fra t-forskyvningsregelen
(second shifting theorem) far vi derfor

y(t) = L7 {(e7 = ) G(s)} = ult — D)g(t — 1) — ult — 2)g(t — 2)
=u(t—1)(1—cos(t —1)) —u(t —2) (1 —cos(t —2)).

Alternativt kan svaret skrives

0 fort <1,
y(t) = ¢ 1 —cos(t — 1) for 1 <t <2,
cos(t —2) —cos(t — 1) for t > 2

Lgsning av oppgave 2. (a) Vi setter u(z,t) = F(x)G(t) inn i ligningen og far F(z)G'(t) =
F"(2)G(t). Divisjon med F(z)G(t) pa begge sider gir

G'(t) _ F"(x)

o) =~ Fa) "
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der k er en konstant (siden venstresiden kun er en funksjon av ¢, mens hgyresiden kun er en
funksjon av x). Dette gir oss to ordinaere differensialligninger:

(1) F'"(x) =kF(z) med F(0)=F(r)=0 (pga. randbetingelsene),
(2) G'(t) = kG(1)

Vi lgser forst (1). Vi ser pa tre muligheter: £ > 0, k =0 og k < 0.

Hvis & > 0, kan vi skrive k = p? der p > 0, og karakteristisk ligning er A\ = p? som gir
A = £pu. Generell lgsning er da F(x) = Aet* + Be ** men betingelsene F'(0) = F(m) = 0
medfgrer A = B = 0, som er uinteressant.

Hvis k =0, er F(z) = Az + B, men igjen medfgrer F'(0) = F(r) =0at A= B =0.

Vi star igjen med k < 0. Da skriver vi k = —p? der i > 0. Karakteristisk ligning er na \2 = —

som gir A = +ip. Generell lgsning er derfor F'(z) = A cos(ux)+ B sin(ux). Betingelsen F(0) = 0
gir A = 0. Fra F(m) = 0 far vi derfor Bsin(umr) = 0, og siden vi ser bort fra tilfellet B = 0
(som gir den trivielle lgsningen F(z) = 0 og derfor er uinteressant), folger det at um = nx for
enn=1223,...,dvs. up=n.

Vi konkluderer at
F.(z) = B,sin(nz) (n=1,2,3,...)

er de eneste ikke-trivielle lgsningene av (1).

Vi fant over at k = —pu? = —n? for n = 1,2,3,..., og setter vi dette inn i (2) og lgser (f.eks.
vha. integrerende faktor, eller ved separasjon), far vi

Go(t) = Cpe ™™
Vi har derfor

2

Un (7, t) = F,(2)Gp(t) = Dpe ™ Fsin(ne) (n=1,2,3,...)

der D,, er vilkarlige konstanter.

(b) Superposisjonsprinsippet gir oss lgsninger

u(x,t) = Zun(az, t) = Z Dye " sin(nx)
n=1 n=1

Hvis vi setter t = 0 her, far vi
o0
u(z,0) = Z D,, sin(nx)
n=1
Men vi har fatt oppgitt initialbetingelsen

u(z,0) = sin(z) + %sin(&c).
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Vi ma derfor ta D; =1, Dy =0, D3 =1/3 og D,, = 0 for alle n > 4.

Svaret er derfor .
u(x,t) = e 'sin(x) + 56_% sin(3z).

Lgsning av oppgave 3. (a) Med f(x) som gitt i oppgaven har vi

Alw) = l/ e *cos(wx)dr og B(w)= l/ e " sin(wx) dx.
0 0

™ ™

Formlene 132 og 133 i Rottmann nederst pa s. 144 gir oss de ubestemte integralene

—T

/e” cos(wz) dx = o (— cos(wz) + wsin(wz)) ,
/e‘m sin(wz) de = TTu? (— sin(wz) — w cos(wx))

og nar vi evaluerer disse over intervallet 0 < x < +o0, far vi ikke noe bidrag i * = +o00, siden
lim, o €% cos(wz) = lim,_, 1o e ¥ sin(wz) = 0.

Konklusjonen blir at

1 w

Alw)= ——— og B(w)= -

(1 4+ w?) (14+w?)

(b) Fra konvergensteoremet for Fourierintegralet (Thm. 1, s. 559 i Kreyszig) vet vi at f er gitt
ved sitt Fourierintegral, bortsett fra i = 0, hvor f er diskontinuerlig. For x > 0 har vi derfor

> cos(wx) + wsin(wzx)

flx)=¢e"= /000 [A(w) cos(wz) + B(w) sin(wz)] dw = /0 Ty dw

og tilsvarende for = < 0:

w

* cos(wz) + wsin(wx)
fl)=0= /0 (1 + w?)

Tar vi nd z = 1 og legger sammen de to integralene over, og bruker at sin(—w) = — sin(w),

s& far vi
U T
™ Jo 1+w? o l+w? 2e
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Lgsning av oppgave 4.

Dividert differansetabell:

T f(ﬂfk)
0 0
1—-0
I
1—-0
—1-1
1 1 —
20
0-1 0—(-1) 1
2= 1—(~1) 08 1/3—1/3
9 I Sy o9
0 3-1 0 4-0 0
~1-0 . 1-0 1
3-2 L (<) 4—-1 3
3] -1 - 1
0 (<) 4-2
e Sy
43
4 0

Newtons formel gir da:

p() =04+ 1(x—0)+ (—-1)(z—0)(x — 1)+ é(x —0)(z—1)(x—2)+0(x—0)(z—1)(x —2)(x —3)

8 1
_ - _22 _3.
3&: a:—|—3:c

Lgsning av oppgave 5.

Vi setter inn startverdiene over diagonalen:

dr— 2— 1=13
r—5%y— 1=-8
20— y—6z= -2

og lgser for z, y og z:

134+2+1
=" =4
4 =
—8+1—4
y:+—5:11/5,
—2-2-4+411/5
L U5 430

—6 _
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Lgsning av oppgave 6. (a) Vi innfgrer en ny avhengig variabel y = 2’. Daer ¢y = 2" =
—x 4+ 6cost og y(0) = 2/(0) = 3. Systemet er derfor

dw y

a7 0)=2
oy med {x(o)—s’
d—i:—x+6cost, y(0) =3.

(b) Vilar h = 0.1. Eulers metode anvendt pa systemet fra punkt (a) gir:

Startverdier:
to - O
To = 2
Yo =3
Ett skritt:

t1:t0+h:01

Y1 = Yo + h(—xo +6costy) =3+04 =34

Alternativt, Eulers metode for systemet

dx

- — T — y7 0 =

2115 med { xéoi |

ylv) = 1.
Y = t
dt e

blir som fglger:

Startverdier:
to =20
o = 2
yo =1
Ett skritt:

tlzto—i-h:Ol
1‘1:$0+h($0—y0):2+01:21

y1 =Yoo+ h(—zo+1t)=1-02=0.8



