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Oppgavesettet har 11 punkter, labc, 2ab, 3, 4, bab, 6ab, som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Vi regner ut F'(s) og g(t) ved a bruke tabell og reglene for Laplacetransformasjonen.

1 d s 1 1—s2 252

F(s) = L(sint + tcost) = 211 dss?il 241 (sZ+ 1)2 - (s2+1)2

gty =71 ( 21 1~ Qi 162”> = cost — cos (t — 2m)u(t — 2m)
s s

cost for 0 <t < 2w
0 for t > 2m.

=[1 —u(t —2m)]cost = {

b) Vi setter Y (s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen ved bl.a. a bruke skiftteo-
rem 2 siden r(t) = 2cost [1 — u(t — 2m)] = 2cost — 2 cos (t — 2m) u(t — 2m). (Eller ved a
bruke resultatet fra a) siden r(t) = 2¢g(t).)

1 2s (1 e-2m) 2s?

SY+§Y:52-|—1 = Y:W(l—ei%-rs):F(S)(l—eizﬂ-s)

Ved inverstransformeringen bruker vi skiftteorem 2 og L71(F) = f(t) fra a).

y = (sint + tcost) — [sin (t — 27) + (¢t — 27) cos (t — 2m)] u(t — 27)
sint +tcost (0 <t < 2m)

= (sint +tcost) — [sint + (t — 27) cost|u(t — 27) =
( ) ( ) Jul ) {27rcost (t > 2m)

c) Vi setter igjen Y (s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen.

s+4 n 2
s24+4s+8  s2+4s5+8

—27s

Y —s+4(sY —1)+8Y =272 = YV =

Vi omformer Y og inverstransformerer ved hjelp av begge skiftteoremene.
_ (8 + 2) +2 2 e—27rs
C(5+2)2+22 0 (s+2)2422
y = e 2 (cos 2t + sin 2t) 4+ e~ 272 gin 2(t — 27 )u(t — 27)
= e 2 [cos 2t + sin 2t + '™ sin 2t u(t — 27)]

Svaret er altsa

e (cos 2t + sin 2t) for 0 <t < 2rm
Y e % (cos2t + (1 +e'™)sin2t) for ¢t > 2.
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a) Funksjonene u(z,y) = y og u(x,y) = cosnx sinhny oppfyller (i), (ii) og (iii). De to
andre funksjonene oppfyller (i) og (ii), men ikke (iii).

For a finne en lgsning som ogsa oppfyller (iv), betrakter vi summen

o
u(z,y) = Coy + Z C), cos nx sinh ny

n=1
og bestemmer konstantene C), for n =0,1,2,... slik at u(x,7) = 1 — cos 2.
' 00 Co=1/m
1 — cos2x ) u(z,m) = Com + Z C, cosnzsinhnm = { Cy = —1/sinh 27
n=1 C, =0 forn #0,2

En funksjon som er lgsning av (i) og oppfyller randbetingelsene (ii), (iii) og (iv) er
dermed

y  cos2xsinh 2y

ulz,y) = T sinh2m

b) Vi setter inn u(x,y) = F(x)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii) og (v).

Ural 1 F” G//
F'G'"+FG"=0 = =" =k (konstant)

O F'—kF=0, FO)Y0, F)%0, @) ¢ +rkc=0 c0)%2o

Bestemmer forst F'(z) og deretter G(y).

(I) F"—kF=0, F(0)=0, F'(x) =0

k>0, k=p?: F(z)=Ael" + Be " F'(z) = pAet® — uBe H*
FO)=F'(r)=0=>A=B=0, Fz) =0

E=0: F(z)=A+ Bz, F'(x) =B
F(0)=0=A=0, Fl(r)=0=B=0, F(z)=0

k<0, k=—p?: F(x) = Acospx + Bsinpzr, F'(x) = —pAsinpx + pB cos px
F0)=0=A=0, F'(m)=0, A=0, B#0 = cospr =0

)
p=(2m+1)/2, F(x)=sin[2m+1)z/2] (B=1)
1) G"+kG=0, k=-[2m+1)/2%, G0O)=0
% (2m—|—1>2 (2m+1)y/2 —(2m—+1)y/2
G" — G=0 = G(y) = Ae“" T/~ 4 Bem ¥
2
G(0)=0=B=-A, G(y) = A(e@mﬂ)y/2 - 67(2m+1)y/2) = C'sinh[(2m + 1)y/2]

Lgsningene av (i) pa formen u(z,y) = F(x)G(y) som oppfyller (ii) og (v):

2 1 2 1
@m+ e sinh( m; )y’ C vilkarlig konstant, m =0, 1, 2 ...

u(z,y) = C'sin
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Summen av Fouriersinusrekka er den odde 2m-periodiske utvidelsen av f(x).

For z = w/2 er f(z) =1 og sin(2m + 1)z = sin (mn + 7/2) = cosmm = (—1)". Ergo
er

8 « (=™ 8 « (=pm+

EZ (2m — 1)(2m + 1)(2m + 3) EZ:: 2m — 1)(2m + 1)(2m + 3)
- (=1m*! _

(2m —1)2m +1)2m +3) 8

m=0

Ligningen kan skrives f(z) = e 1%l — 4f () * eI, Vi setter f(w) = F{f(z)} og Fourier-
transformerer ligningen ved & bruke konvolusjonsregelen og den oppgitte Fouriertrans-
formerte.

Flu) = 2y v )2 =

. 2 1 1 /2 3 -~ 1
R e Er =SS (CEE Rl B

der vi inverstransformerte ved hjelp av den oppgitte Fouriertransformerte med a = 3.

a) Eulers metode er
Tl = Tp + h- fan, ty).
Vi har zg = 1, tg = 0. To skritt med A = 0.1 gir

T :wo—i-h-f(xo,to):1+0.1-[—2-0.1+0+4] =2
T9 :wl—i—h-f(xl,tl) =144

b) Heuns metode er
Tn4+1 = Tp + %h [Kl + KQ]
hvor

Kl - f(xrwtn)
Ky = f(xn +h- f(xnptn)uthrl)-
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Ett skritt med h = 0.1 gir

K1 = f(zo,t0) = 2
Ky = f(zo + hf(zo,to),t1) = f(1.2,0.1) = 24
r1 =g+ %h [Kl + KQ] = 1.22.

Eksakt lgsning er z(0.1) = 1.2187.

Feil for Eulers metode er
e; = |1.2 — 1.2187| = 0.0187.
Feil for Heuns metode er
e; = 0.0013.

Vi ser at Heuns metode gir bedre tilnsermelse fordi den er av hgyere orden enn Eulers
metode.

@ a) Formelen ser vi ved a flette annenhvert ledd for T, og U,,.
b) Vi beregner forst T = 2(f(0) + f(1)) = 0. Deretter

Ty = Bt — 0.353553 | Ty = Lt = 0.502804
Ty = LA = 0.470745 | Ty = Dieflie = (.5043429384

Ty = Litls — 0.496588 | Ty = L2tlaz — 0.504726

Vi finner

Teq — T
Tgq + 22— =32 ; 32 _ (0.504854

sa alle 6 siffer er korrekte. Dette skyldes at man generelt har formelen

T2TL - Tn

S2n = T2n + 3

dvs Simpsons formel med 2n punkter. Dette er en 4. ordens metode, mens trapesmetoden
kun er 2. ordens.
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