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Lesningsforslag - @ving 2

Fra Kreyszig, avsnitt 5.3

@ ft) = e 2u(t - 3)
Vi gir tre forskjellige mater a finne F'(s):

1 - DIREKTE UTREGNING

o

oo e t(s+2) e—3(s+2)
F(s) :/ e et = | ———— = ————, der s > —2.
3 S~ —(s+2) s+ 2
e—t(s+2) t=3
2 - FORSTE SKIFTTEOREM
6733
L{u(t—3)} = .
Innsatt i forste skiftteorem (Kreyszig 8 s.253) gir:
—3(s+2)
—92¢ e
t— =
Lle -3y =<
3 - ANDRE SKIFTTEOREM
Skriver om f(t) slik at vi far ¢ — 3 overalt:
Ft) = e 57203yt — 3)
i 6—3(S+2)
F(s) = e S2{e 273yt — 3)} = e B3 L{e7} =
——— s+ 2

1
s+2

l—e?t for0O<t<?2
0=}

0 elles
Me utnyttar sprangfunksjonen u(t) og skriv f(t) = (1—e™)(u(t) —u(t—2)). Vidare veit me

at u(t—2)e~t = e 2u(t—2)e~ (=2 slik at me kan finna den Laplacetransformerte ved & nyt-
ta transformasjonsregelen L{ f(t—a)u(t—a)} = F(s)e™*® (2. skiftteorem/forskyvningsregel,
Kreyszig s. 267 teorem 1).

F#) = (1= e ") (u(t) —u(t - 2))
= u(t) —u(t)e™ —u(t —2) + e 2u(t — 2)e” 72,
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Dette gjev oss nar me bruker formel 6 i tabell 5.1 s. 254 i Kreyszig
L)} = L{u(t)} = L{u()e™"} = L{u(t —2)} + e L{u(t — 2)e” ")}

IR B SR I
s s+1 s s+1
1 1

= 2(1—= —2s - 72(84»1) —1).
s( € )+s+1(e )

Oppgava kan ogsa lgysast ut fra definisjonen av den Laplacetransformerte.
Vi skal finne invers Laplacetransformasjon til funksjonen

1 1 4, 2

F(s)=e3¢ Go1)p =€ Go1p

Bruker andre skiftteorem med a = 3 og at E‘l{ﬁ} = e't? og far at

£(1) = £7HF)}0) = 3¢~ 3Pult - ).

8sint for0<t<m
" /
+ 9y =1r() = 0) =0, 0)=4
Yy Yy () {0 for ¢ > 1. y() y()
Vi har

r(t) = 8sint — 8sintu(t — 7) = 8sint + 8sin (t — 7m)u(t — )
siden sint = —sin (¢t — ), og bruker Tabell 5.1 (Kreyszig s. 254) og 2. skiftteorem (Teorem 1,
Kreyszig s. 267) for a Laplacetransformere r(t). Den Laplacetransformerte ligningen blir

folgelig
8 8

s24+1 + 210
Vi lgser ut Y, og omformer ved a bruke delbrgkoppspalting:

v 4 N 8 N 8 s
= €
249 (s2+1)(s24+9)  (s2+1)(s*249)

—TS

s°Y —449Y = L{r(t)} =

4 1 1 1 1N\ .,
- 32+9+(32+1 a s2+9>+<32+1 a 82—1—9)6
1 3 1 1 3 N\ .,
SR T (32—|—1 _§s2+32)6 ‘
(En liten snarvei i delbrgkoppspaltingen er a legge merke til at vi ikke har forstegradsledd
i brgken 8/[(s? 4+ 1)(s + 9)] som skal delbrgkoppspaltes. Setter vi u = s2, kan vi skrive
8 B 8 A B
(s24+1)(s2+9) (u+1)(u+9) u+l1 o
Vi regner ut A = 1 og B = —1 og dermed blir 8/[(s?>+1)(s2+9)] = 1/(s>+1)—1/(s*+9).)
Tilslutt bruker vi igjen Tabell 5.1 og 2. skiftteorem for & finne y = L1 (Y):

=sint + sin3t + [sin (¢ — 7) — $sin3(t — m)]u(t — )
sint+sin3t forO<t<m

=sint +sin 3t + [—sint + g sin3tju(t —7) = ¢,
3 sin 3t for t > .

(Merk at sin (t — w) = —sint og sin 3(t — ) = sin 3t cos 3w — cos 3t sin 3w = — sin 3t.)
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Fra Kreyszig, avsnitt 5.4

@ Vi skal finne £(#?sin 2t) ved hjelp av formelen (1) L{tf(t)} = —F'(s), Kreyszig s. 275.
Siden L(sin2t) = 2/(s% + 4) far vi, ved & bruke formel (1) 2 ganger,

d 2 4ds
tsin2t) = —— =
L(tsin2t) dss?+4 (s +4)?
d 4s
2 . _ : —
L(t*sin2t) = L{t(tsin2t)} = —%m
(P4 AP 4)2s s 4352 —4)
- I GRS

Fra Kreyszig, avsnhitt 5.5

E Vi skal finne u(t — 1) * t2. Setter inn i definisjonen av konvolusjonsprodukt:

Fort =1
t t
u(t—l)*t2:/ u(T—l)(t—T)2dT:/ (t—T)QdT
0 1
1
:§(t3—3t2+3t—1)
Fort <1

u(t —e) x> =0

Merk: En kan lett sjekke at en far samme svar om en istedet beregner det ekvivalente
uttrykket

t
u(t — 1) * t2 —/ u(t — 7 — 1)72dr
0

Vi skal finne f(t) = £7'{s/(s?> + 72)?} ved & bruke konvolusjon. Vi merker oss fgrst at

s 1 T S

(24722 7s2+72 242

og vet at L7 /(s? + 7%)} = sinnt og L71{s/(s*> + 72)} = cosmt (Tabell 5.1, Kreyszig
s. 254). Fglgelig far vi, ved konvolusjonsregelen (Teorem 1, Kreyszig s. 279),

t
R ™ s 1 1 .
ft) = ;E {32 R +712} = ;smwt*cosmﬁ = 77/0 sinv cos(t — v) dv.

For a regne ut integralet kan vi bruke den trigonometriske identiteten
sin A cos B = 1[sin (A + B) +sin (4 — B)] (jf. Rottmann s. 88)
med A = v, B =7(t —v) og folgelig A+ B =nt, A— B = 7(2v —t). Det gir

I I
ft)=— / sinmv cosw(t — v) dv = Py / [sin 7t + sin7(2v — t)] dv
0 0

7T s

1 . 1 t
= — [v sinmt — — cos(2v — t)}
27 27 v=0

= 5z |(psnmt = g coont) = (- grcon ()] = sinnt
= o S111 7T o COS T o COS ™ = o S 7T

der vi i siste linje forenklet svaret ved a bruke cos (—nt) = cos7t.
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Vi skal lgse integralligningen
¢
y(t) = sint + / y(7)sin(t — 7) dt = sint + (y * sin)(¢).
0

Ved laplacetransformasjon far vi:

1 1
= Y
82+1+ s2+1

1
= Y=1 = Y= = yt)=t
s
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