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Fra Kreyszig, avsnitt 11.1

3

uxx =
∂2

∂x2
(sin 9t sin 1

4x) =
∂

∂x
(1
4 sin 9t cos 1

4x)

= − 1

16
sin 9t sin 1

4x = − 1
16u

utt =
∂2

∂t2
(sin 9t sin 1

4x) =
∂

∂t
(9 sin 9t sin 1

4x

= −81 sin 9t sin 1
4x = −81u

Dermed er utt

uxx
= 81

36 = 1296 eller

utt = 1296uxx

Fra Kreyszig, avsnitt 11.3

17 Vi skal bruke metoden med separasjon av variable (produktmetoden) til å finne løsninger
av den partielle differensialligningen uxy − u = 0.

Vi setter u(x, y) = F (x)G(y) inn i differensialligningen uxy = u, f̊ar

F ′(x)G′(y) = F (x)G(y) og omformer til
F ′(x)

F (x)
=

G(y)

G′(y)
.

Her avhenger venstresiden bare av x og høyresiden bare av y. Følgelig må uttrykket være
konstant, F ′(x)/F (x) = G(y)/G′(y) = k. Det gir to ordinære differensialligninger

F ′(x) − kF (x) = 0 og kG′(y) − G(y) = 0

som begge er lineœre. Differensialligningen y ′ + ay = 0 har generell løsning y = Ce−ax.
Følgelig f̊ar vi her

F (x) = C1e
kx og G(y) = C2e

y/k.

Løsningene av uxy − u = 0 av formen u(x, y) = F (x)G(y) blir dermed

u(x, y) = C1e
kx · C2e

y/k = Cekx+y/k

der C = C1 · C2 og k 6= 0 er vilk̊arlige konstanter.

Eksamensoppgaver

3 (a) Separasjon av variable:

u(x, t) = F (x) · G(t) innsatt i (1): F ′′G = FG′′ − 4FG

F ′′

F
=

G′′

G
− 4 = −λ (konstant) som gir

{

F ′′ + λF = 0

G′′ + (λ − 4)G = 0
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Randbetingelsene F (0) = 0 og F (π) = 0 fører, p̊a vanlig måte, til ikke-trivielle løsninger
for F (x) n̊ar λ = n2, n = 1, 2, 3, . . . :
Setter vi inn λ = n2 i ligningen for G(t), f̊ar vi G′′ + (n2 − 4)G = 0.

F (x) = Fn(x) = sin(nx), n = 1, 2, 3, . . .

Setter vi inn λ = n2 i ligningen for G(t), f̊ar vi G′′ + (n2 − 4)G = 0.

n = 1 : G′′ − (
√

3)2G = 0

G1(t) = A1 cosh(
√

3t) + B1 sinh(
√

3t) (eller G1(t) = C1e
√

3t + D1e
−
√

3t)
n = 2 : G′′ = 0 G2(t) = A2 + B2t

n = 3, 4, · · · : G′′ + (
√

n2 − 4)2G = 0, Gn(t) = An cos(
√

n2 − 4t) + Bn sin(
√

n2 − 4t)

Produktløsningene blir da:

u1(x, t) = [A1 cosh(
√

3t) + B1 sinh(
√

3t)] sinx

u2(x, t) = [A2 + B2t] sin 2x

u3(x, t) = [An cos(
√

n2 − 4t) + Bn sin(
√

n2 − 4t)] sinnx, n = 3, 4, 5 . . .

(b) Generell løsning

u(x, t) = [A1 cosh(
√

3t) + B1 sinh(
√

3t)] sin x + [A2 + B2t] sin 2x

+

∞
∑

n=3

[An cos(
√

n2 − 4t) + Bn sin(
√

n2 − 4t) sinnx

Vi bruker initialbetingelsene (2) til å bestemme An og Bn for n = 1, 2, 3 . . .

0 = u(x, 0) = A1 sinx + A2 sin 2x +
∑∞

n=3 An sinnx

Dermed er An for n = 1, 2, 3, . . . , og

u(x, t) = B1 sinh(
√

3t) sinx + B2t sin 2x +
∑∞

n=3 Bn sin(
√

n2 − 4t) sinnx

ut(x, t) =
√

3B1 cosh(
√

3t) sinx + B2 sin 2x +
∑∞

n=3

√
n2 − 4Bn cos(

√
n2 − 4) sinnx

sinx + sin 2x + sin 3x = ut(x, 0) =
√

3tB1 sinx + B2 sin 2x +
∑∞

n=3

√
n2 − 4Bn sinnx

Dermed er
√

3B1 = 1, B2 = 1,
√

32 − 4B3 = 1 og
√

n2 − 4Bn = 0 for n = 4, 5, 6, . . . .

Alts̊a B1 = 1√
3
, B2 = 1, B3 = 1√

5
og Bn = 0 for n = 4, 5, 6, . . . , og løsningen blir

u(x, t) =
1√
3

sinh(
√

3t) sin x + t sin 2x +
1√
5

sin(
√

5t) sin 3x

4 (a) Vi setter u(x, t) =
∑∞

n=1 un(x, t) =
∑∞

n=1 Bne−n2c2t sinnx og bestemmer Bn-ene.

f(x)
(iii)
= u(x, o) =

∞
∑

n=1

Bn sinnx (for 0 ≤ x ≤ π) ⇒ Bn =
2

π

∫ π

0
f(x) sinnxdx
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Bn = 2
π

(

∫

π

2

0 x sinnxdx +
∫ π

π

2

(π − x) sinnxdx
)

= 2
π

(

[−x cos nx
n + sin nx

n2 ]
π

2

0 + [−(π − x) cos nx
n − sin nx

n2 ]ππ
2

)

= 2
π

(

[−π
2

cos nπ/2
n + sinnπ/2

n2 ] + π
2

cos (nπ/2)
n + sin (nπ/2)

n2

)

= 4
π

sin (nπ/2)
n2

Dermed f̊ar vi

Bn = 0 n̊ar n = 2m og Bn =
4

π

(−1)m

(2m + 1)2
n̊ar n = 2m + 1

u(x, t) =
4

π

∞
∑

m=0

(−1)m

(2m + 1)2
e−(2m+1)2c2t sin(2m + 1)x oppfyller (i),(ii) og (iii)

(b) Vi setter inn u(x, t) = F (x)G(t) i (i) og bruker randbetingelsen (iv).

FG′ = c2F ′′G ⇒ F ′′

F
=

G

c2G
= k (konstant)

(I) F ′′ − kF = 0, F (0) = 0, F ′(π) = 0, (II) G′ − kc2G = 0

Bestemmer først F (x) og deretter G(t)

(I)F ′′ − kF = 0, F (0) = 0, F ′(π) = 0

k > 0, k = µ2 : F (x) = Aeµx + Be−µx, F ′(x) = µAeµx − µBe−µx

F (0) = F ′(π) = 0 ⇒ A = B = 0, F (x) = 0

k = 0 : F (x) = A + Bx, F ′(x) = B

F (0) = 0 ⇒ A = 0, F ′(π) = 0 ⇒ B = 0, F (x) = 0

k < 0, ke = −p2 : F (x) = A cos px + B sin px, F ′(x) = −pA sin px + pB cos px

F (0) = 0 ⇒ A = 0, F ′(π) = 0, B 6= 0 ⇒ cos pπ = 0

p = (2m + 1)/2, F (x) = sin[(2m + 1)x/2] (B = 1)

(II)G′ − kc2G = 0

k = −(
2m + 1

2
)2 ⇒ G′ +

c2(2m + 1)2

4
G = 0 ⇒ G(t) = Ce−c2(2m+1)2t/4

Løsningene av (i) p̊a formen u(x, t) = F (x)G(t) som tilfredsstiller (iv):

u(x, t) = Ce−c2(2m+1)2t/4 sin
(2m + 1)x

2
, C vilk̊arlig konstant, m = 0, 1, 2, . . .
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5 a) Setter inn u(x, y) = F (x)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii).

F ′′G + FG′′ = 0 ⇒ F ′′

F = −G′′

G = k (konstant)

(I) F ′′ − kF = 0, F ′(0)
(ii)
= 0, F ′(π)

(ii)
= 0, (II) G′′ + kG = 0, G(0)

(ii)
= 0

Bestemmer først F (x) fra (I) og deretter G(y) fra (II).

(I) F ′′ − kF = 0, k vilk̊arlig konstant, F ′(0) = 0, F ′(π) = 0

k > 0, k = µ2 : F (x) = Aeµx + Be−µx, F ′(x) = µAeµx − µBe−µx

F ′(0) = F ′(π) = 0 ⇒ A = B = 0, F (x) = 0

k = 0 : F (x) = Ax + b, F ′(x) = A

F ′(0) = F ′(π) = 0 ⇒ A = 0, F0(x) = 1 (B = l)

k < 0, k = −p2 : F (x) = A cos px + B sin px, F ′(x) = −pA sin px + pB cos px

F ′(0) = 0 ⇒ B = 0, F ′(π) = 0, B = 0, A 6= 0 ⇒ sin pπ = 0

p = n = 1, 2, 3, . . . , Fn(x) = cos nx (A = 1)

(II) G′′ + kG = 0, k = 0 og k = −n2, G(0) = 0

k = 0 : G(y) = Ay + B, ,G(0) = 0 ⇒ B = 0, G0(y) = A0y

k = −n2 : G(y) = A′eny + B′e−ny, G(0) = 0 ⇒ B ′ = −A′

Gn(y) = A′
n(eny − e−ny) = An sinhny (An = 2A′)

Løsningene av (i) p̊a formen u(x, y) = F (x)G(y) som oppfyller (ii):

u0(x, y) = F0(x)G0(y) = A0y og un(x, y) = Fn(x)Gn(y) = An cos nx sinhny

b) For å finne en løsning av (i) som, i tillegg til (ii), ogs̊a oppfyller (iii), setter vi

u(x, y) =
∞

∑

n=0

un(x, y) = A0y +
∞
∑

n=1

An cos nx sinhny

og bestemmer A0, A1, A2, . . . slik at (iii) blir oppfylt.

1 − 2 cos 2x + cos 4x
(iii)
= u(x, π) = A0π +

∑∞
n=1(An sinhnπ) cos nx

A0 = 1/π, A2 = −2/ sinh 2π, A4 = 1/ sinh 4π, An = 0 ellers

u(x, y) = y
π − 2

sinh 2π cos 2x sinh 2y + 1
sinh 4π cos 4x sinh 4y
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