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Lasningsforslag - @ving 7

Fra Kreyszig, avsnitt 11.1

2 0
Upg = W(sin 9t sin 1) = %(% sin 9¢ cos )
1
= sin 9¢ sin %w = —1—16u
2 0
uy = w(sin%sin 1x) = E(Qsin 9t sin 1
= —81sin9tsin 2 = —8lu

Dermed er %t = % = 1296 eller

Uz

Ut = 1296u$$

Fra Kreyszig, avsnitt 11.3
Vi skal bruke metoden med separasjon av variable (produktmetoden) til & finne lgsninger

av den partielle differensialligningen u,, — u = 0.
Vi setter u(z,y) = F(2)G(y) inn i differensialligningen u,, = u, far

Fi(z) _ Gly)
Fo)  Gy)

F'(z)G'(y) = F(x)G(y) og omformer til

Her avhenger venstresiden bare av x og hgyresiden bare av y. Fglgelig ma uttrykket vaere
konstant, F'(z)/F(x) = G(y)/G'(y) = k. Det gir to ordinare differensialligninger

F'(z) — kF(z) =0 og kG'(y) — G(y) =0
som begge er linecere. Differensialligningen y’ 4+ ay = 0 har generell lgsning y = Ce™%".
Folgelig far vi her
F(z) =Cieb®  og  G(y) = Chet/k.

Lgsningene av ugy, —u = 0 av formen u(z,y) = F'(z)G(y) blir dermed
u(z,y) = Cref® . Cyet/* = Ceketu/k

der C'= C; - Cy og k # 0 er vilkarlige konstanter.

Eksamensoppgaver

(a) Separasjon av variable:
u(z,t) = F(z)-G(t) innsatti(1): F"G=FG" —4FG
F"+\F =0

— = — —4=—)\ (konstant) som gir
( ) someg {G”+(>\—4)G:O
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Randbetingelsene F'(0) = 0 og F(m) = 0 forer, pa vanlig mate, til ikke-trivielle lgsninger
for F(z) ndar A =n?n=1,2,3,...:
Setter vi inn A = n? i ligningen for G(t), far vi G” + (n? — 4)G = 0.
F(z) = F,(z) =sin(nx), n=1,2,3,...
Setter vi inn A = n? i ligningen for G(t), far vi G” + (n? — 4)G = 0.

n=1: G" — (V3)2G =0
G1(t) = Ay cosh(v/3t) + By sinh(v3t)  (eller G1(t) = CreV3t + Dye~V3t)
n=2: G//:O Gg(t):AQ-l-Bgt

n=234,:G"+(vVn2—4)2G =0, G,(t) = A,cos(v/n?2 —4t) + B, sin(v/n? — 4t)
Produktlgsningene blir da:
up(z,t) = [Ay cosh(v/3t) + By sinh(v/3t)] sinx

ug(z,t) = [Ag + Bat]sin 2z

ug(x,t) = [Ay cos(vVn? — 4t) + By sin(vn? — 4t)|sinnz, n=3,4,5...
(b) Generell lgsning

u(z,t) = [A] cosh(V/3t) + By sinh(v/3t)] sin @ + [Ag + Byt] sin 2x

+ Z[A" cos(v/n? — 4t) + By, sin(v/n? — 4t) sin nx
n=3

Vi bruker initialbetingelsene (2) til & bestemme A,, og B, forn =1,2,3...

0=u(x,0) = Aysinz + Aysin2z + ) ° 5 A, sinnx
Dermed er A, for n=1,2,3,..., og

u(x,t) = Bysinh(v/3t) sinz + Batsin2x + > o0 5 By sin(vn? — 4t) sinnx
ut(w,t) = V3B cosh(v/3t) sinx + Bysin 2z + 300 5 v/n2 — 4B,, cos(v/n? — 4) sinnx

sin x + sin 2z + sin 3z = w;(z,0) = /3tBy sinx + By sin 2z + >oo2 o vn? — 4B, sinnx
Dermed er v3B; =1,By =1,V/32 —4B3 =1 og vV/n2 —4B,, =0 for n = 4,5,6,... .
Altsa By = %,Bg =1,Bs = % og B, =0forn=4,5,6,..., og lgsningen blir

1 1
u(z,t) = 7 sinh(v/3t) sin x + ¢ sin 2z + NG sin(v/5t) sin 3z

(a) Vi setter u(x,t) = S50 up(2,t) = 3°°, Bre ™t sinnx og bestemmer B,-ene.

f(z) o u(m,o):Zaninnx (f0r0§x§7r):>Bn:g/ f(z)sinnz dx
T Jo
n=1
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B, = 2 (fog rsinnzdr + [z (m — z)sinnz dm)

2

3o

. uy .
([_xCOiLn$ _|_ Sl;llglf]OQ + [—(7[' _ x) COSnn$ _ SI?L;LI]%)

_ % ([_%COSZW/Q + sin:;r/2] + %cos(zﬂ'/Q) + sin(:;r/2))
_ 4sin(nn/2)
-7 n?2

Dermed far vi

4 (=)™
B, =0narn=2mog B, = — (=1

ﬂ_m néranm-l-l

4 (=)™
u(z,t) = - mzz:o ﬁe_@mﬂ)%%sin(ﬁn + 1)z oppfyller (i),(ii) og (iii)

(b) Vi setter inn u(z,t) = F(x)G(t) i (i) og bruker randbetingelsen (iv).

F” G
I — 2 F" —_—_— = — =
FG =cF'G = 20 k  (konstant)

(I) F'—kF=0, F(0)=0, F'(r)=0, (II) G —k*G=0
Bestemmer ferst F'(z) og deretter G(t)

(DF" —kF =0, F(0)=0, F'(7)=0

E>0k=p?: F(z) = Ael™ + Be M F'(x) = pAel® — uBe M
FO)=F'(r)=0=A=B=0, F(x)=0

k=0: F(x)=A+ Bz, F'(x)=B
F0)=0=A=0, F'(m)=0=B=0, F(x)=0

k<0,ke=—p?: F(x)= Acospr+ Bsinpzr, F'(z)= —pAsinpz + pB cospx
F(0)=0=A=0,F'(r)=0, B#0=cospr =0

p=2m+1)/2, F(z)=sin[(2m+ 1)z/2] (B=1)
(NG — k*G =0

2m +1 2(2m +1)*
2 4
Lgsningene av (i) pa formen u(z,t) = F(z)G(t) som tilfredsstiller (iv):

k= —( 2 =G+ G=0= G(t) = Ce @Mt/

2 1
u(z,t) = Cle~@mt1)%/4 4 (m%)x’ C vilkarlig konstant, m = 0,1,2, ...
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a) Setter inn u(x,y) = F(x)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii).
F'G+FG" =0= FT” = —%I =k (konstant)

m F—kF=0, F0) 0, F(mZo, )& +kG=0, G0 <0

Bestemmer forst F'(x) fra (I) og deretter G(y) fra (II).
(I)  F"—kF =0,k vilkarlig konstant, F'(0) = 0, F'(w) =0

k>0,k=p%: F(z)=Ael® + Be M2 F'(z) = pAet® — uBe H*
F(0)=F'(r)=0=A=B=0, F(z)=0

k=0: F(x)=Az+0b, F'(z)=A
F(0)=F'(r)=0=A=0, Fy(z)=1 (B=1I)

k<0,k=—p?: F(xr)= Acospr+ Bsinpr, F'(x)= —pAsinpz + pB cospx
F'(0)=0=B=0, F(r)=0,B=0,A#0=sinpr=0

p=n=123,..., F,(x)=cosnz (A=1)
(M) G"+kG=0,k=00gk=-n?G0)=0

E=0: Gly)=Ay+ B, ,G(0)=0= B=0,Go(y) = Aoy
k=-n?: Gly) =AeW+Be ™, GO0)=0=B=-4A
Gn(y) = Al (e" —e ™) = A, sinhny (A, =24")
Lgsningene av (i) pa formen u(z,y) = F(2)G(y) som oppfyller (ii):

ug(,y) = Fo(z)Go(y) = Aoy 0g un(z,y) = F,(2)Gn(y) = Ap cos nzsinhny

b) For a finne en lgsning av (i) som, i tillegg til (ii), ogsa oppfyller (iii), setter vi

(e} [e.e]
u(z,y) = Z up(r,y) = Aoy + Z A, cos n sinhny
n=0

n=1

og bestemmer Ag, A1, Ao, ... slik at (iii) blir oppfylt.
1 - 2cos 2z + cos da 2 w(x,m) = Ao + > o2 1 (Ap sinhnm) cos nx
Ag=1/m, A9 = —2/sinh27r, Ay;=1/sinhdnr, A, =0 ellers

u(z,y) = £ — —2— cos 2z sinh 2y + —— cos4a sinh 4y
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