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Institutt for matematiske fag Lgsningsforslag

Oppgavesettet har 10 punkter, lab, 2ab, 3ab, 4, 5abc, som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Alternativ 1:
s 2 bt 1 b Lo bt
- —— | =b - = T = —
L <s—b> e’ = L <5(s—b)> /0 bee” dr = b(e 1) =

£t L :/tb(ebT—l)dT:[ebT—bT]tzebt—bt—l
s%(s —b) 0 0

Dermed er

L7HF(s)} = 2sinhbt + ¥ — bt —1 =2 — 7% — bt — 1
Alternativ 2: delbrgkoppspalting.
A B C1 Oy

F(s) = “r 22
(5) s—b+5+b+s+$2’

A=2 B=-1, C=-1, Co=—b
som gir samme resultat som ovenfor. Ved skiftteorem 2 far vi

L7YH(s) = f(t — a)u(t —a) = [2eb<t*a> _ M) g — 1] u(t — a).

b) Vi Laplacetransformerer forst g(t) = tu(t — 1) ved skiftteorem 2 og L(t") = n!/s" 1.

(Det kunne vi ogsa ha regnet ut direkte fra definisjonen av Laplacetransformasjonen.)

Laplaceransformerer differensialligningen og lgser mhp. Y = L(y):

BY —sy(0) = /(0) -V =27+ T2 () =1, /()= 1)

s+1 2 s+1 1 2 1
Y: —S: —S
82—1+(82—1+82(82—1)>6 s +< + >e

Resultatene i a) (med a =b=1) gir

t
_ it t—1 —(t—1) _Je fort <1
—€+|:26 —e —t}ut—l—
4 ( ) {et + 2t —e= (=1 ¢ fort>1.

Vi ser at y/(t) = €' for t < 1, dermed har y(t) venstrederivert e i t = 1. For ¢t > 1 far
vi o/ (t) = et 4 2et=1 + e~ (=D — 1. Da har y(t) hoyrederivert e + 2 for t = 1, og y(t) er
folgelig ikke deriverbar for ¢ = 1.
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a) Vi setter u(z,t) =D 2 upy(z,t) => 07, Be "t sin na og bestemmer Bj-ene.

f(z) (D u(x,O):Zaninnx (for0<z<m = Bn:g/ f(z)sinnx dx
T Jo

n=1

92 w/2 ™
B, =— / :):sinnxd:):—i—/ (m — z)sinnz dx
™ 0 /2
9 . w/2 . T
cosnx  sinnz cosnr  sinnz
——([—x +— ] —I-[—(ﬂ—x) - ] )
™ n n? |, n LS
2 mcos (nmw/2)  sin(nmw/2) mcos (nm/2)  sin(nw/2)
== (|- + + = +
T 2 n n? 2 n n?
_ 4sin(nm/2)
7 n?

Dermed far vi

4 (—-1)™
B,=0 narn=2m og Bn—%m narn =2m+1
u(z,t) = 4 i ie (@m+1)2e*t iy (2m+ 1)z oppfyller (i), (ii) og (iii)
T :0 (2m + 1)2

b) Vi setter inn u(x,t) = F(x)G(t) i (i) og bruker randbetingelsen (iv).
F// G/
T~ &G
I) F"—kF=0, F(0)=0, F'(r)=0, 1) G —k*G=0

FG' =2F'G =

=k (konstant)

Bestemmer forst F'(z) og deretter G(t).

(I) F'—kF=0, F(0)=0, F'(r)=0

k>0, k=p?: F(z)=Ael" + Be M2 F'(z) = pAet® — pBe H®
FO)=F'(r)=0=>A=B=0, Fz) =0

k=0: F(z)=A+ Bz, F'(x) =B
F0)=0=A=0, F'(r)=0=B=0, F(z) =0

k<0, k= : F(x) = Acospx + Bsinpz, F'(x) = —pAsinpx + pB cos px
F0)=0=A=0, F'(r)=0, B#0 = cospr =0

p=02m+1)/2, F(z)=sin[2m+1)z/2] (B=1)
() G —k*G=0

2 2 2
e (Qm; 1> = G+ = (Wf D6 =0 = G(t) = ce-cCmrirs

Lgsningene av (i) pa formen u(z,t) = F(z)G(t) som tilfredsstiller (iv):

u(z,t) = Ce¢" @m+1)%t/4 i 7(2m ;_ Lz

, O vilkarlig konstant, m =0, 1, 2, ...
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a) Fouriertransformerer u,, = tu;.
Bruker betingelsene lim,_, u(x,t) = lim),|_, uz(x,t) = 0 nar uy, transformeres.
|| ||

- 2
—w?i = t% dvs. %% = —U)T, separabel differensialligning
In i = —w?Int + Oy (w ( t) = O(w)e~w*Int (C(w) - j:ecl(w)>
u(w, 1 :Cw621n1 -
e =) = flw), a(w,1) = fwye ™
u(w,1) = Flu(z,1

Lgsningen kan ogsa skrives u(w,t) = w

b) Fra tabell i Rottmann:

—az? —w?/4a _ —w? /4a tt _ 1
]:(e \/% \/> ae , setter a 1A

Galw) = F (6712/41nA> /(an = WA _ /o A ~wiinA

Vi bruker uttrykket for G4 (w) med A = ¢ til & skrive =% som en Fouriertransformert,
og finner deretter u(x,t) ved & bruke konvolusjonsteoremet.

—w?Int __ 1 12/4lnt> _ _ _—x?/4Int
= F(— - Fihz,t)y, h(z,t) =
‘ (\/21nt€ \/21n thiz. B}, (1) =e

- = —= (VerFuFm)

f(z)*h(z,t) =

A(w,t) = f(w)e @Mt =

u(x,t) =

1 o0
S ;?E?Kmf@—MMnﬂ@

Vi kan altsa skrive u(x,t) pa den oppgitte formen og h(z,t) = e~e’/4nt

Fra den komplekse Fourierrekka kan vi finne den vanlige Fourierrekka.

sinh [ &2 1+in nltin
~ -1 mm 1 el
10~ BT § Cap e s 3]

. [ oo
:smhw Z(_l)n 1—1in _m—l-l—l-z nl+in m]

1+n2
T = 14+ (—n 1+n
sinhr [ o (1 —in)e™ ™ 4 (1 4 in)etn®
= 1
T + Z 1 + 7’L2
2sinh )"

(cosnx — nsin mc)]

Setter inn z = 0:

2 sinh 7

N
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1_0] som gir le+n2_251nh7r_§

n—=
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Setter inn x = 7 og bruker at lim, .. f(z) = €™, limgy_.,4 f(x) = e

e"+e ™ 2s1nh7r > 1 mcoshm

. 1
2 SOt gt nzl 1+n2  2sinhr 2

a) Ligningene for de 3 indre nodene er

k
u?“ —ul = o2 (u —2ut + U"H 2n ?H)

k
uSH —uly = o2 ( —2uhy +uy + U"H 2n SH + u?“)
uptt —uy = o2 (—2uf +uf — 205 +uhth)

Lan =0, # = %, ul = u(7,0) = %, uy = u(%,O) =2, ud = u(%,O) = % Dette gir

2ul — Eu% =1 dul —ul
1 1 3
—iu% + 2u§ — iué = 3 eller —u% + 4u§ — ué =
1 _ a1 1 _
——ud+2ul = 1 uy + 4ug
b) Gauss-Seidel-metoden blir
1 1
Tptl = Zyn + 5
1 1 3
Yntl = anJrl + 4Zn + 1
1 1
Zp+l = Zyn—f—l + 5
Laxg=2 =1 =3D
0="7%> Yo =1, 20 = 7. Dette gir
3 9 25
T - =—, z1=—.
1 4’ Y1 3’ 1 39

c) Lagrange-interpolasjonspolynomet er

(D@ =2)(z —3)(z—4) cz(z —2)(z - 3)(z —4)

) S 1y )
z(z—1)(z —3)(z —4) z(r—1)(z —2)(x —4)

16 2-1-(—1)(-2) - 3.2-1-(-1)

z(zx—1)(z —2)(z —3)
+0- 4.-3.2.1.
og dette gir
p(z) = @(1’2 —4x —8) = é(:)fl — 823 + 822 + 32x).
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