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Oppgavesettet har 12 punkter, labc, 2ab, 3ab, 4, bab, 6ab, som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Vikan finne f(t) = L71{F(s)} ved & bruke integralregelen 2 ganger:

1 9 t
ﬁfl — —3t ﬁfl —_ 9/ —37 d —_ _3 -3t 1
{5+3} ¢ — {s(s—l—S)} 06 T (e )

9 t
= f(t)_ﬁl{m}_/o 3(1—e)dr=3t+e -1

9 3 1 1
Ell ik ke delbrgk Iting: ——— =5 -+ _—=-
er, vi kan bruke delbrgkoppspalting 2513 8+8—|-3

For & finne g(t) = L71{G(s)}, bruker vi skiftteorem 2:
g(t) = £t {F(S)€_2S} = f(t—2)u(t —2)

f t<2
- [S(t —2) 47307 _ 1] u(t —2) = {O oro<ts<

3t4+e 32 7 fort>2
b) Vi regner forst ut R(s) = L{r(t)}:

2 —2s
, eller: R(s)= / 9e 5 dt = 9 _ %
0

S S

F() = 9 — Ou(t — 2) = R(s) = 2 — 2

S S

Vi Laplacetransformerer sa initialverdiproblemet og bestemmer Y = L{y}:

9 9723 9 9723
Y —5-1—(=3)+3(sY —1) == — ¢ , s(s+3)Y =s+ - — ¢
s s s s
1 9 9e—2¢ 1
si3 (543 2(s+3) si3 FE-CE

y=LNY)=e"+ f(t) —g(t)
= e (3t e 1) = [3(t—2) + D Ju(t ~2)
273 4+ 3t — 1 for 0 <t <2
- {26—3t —e 302 16 fort>2

c) Ved a Laplacetransformere differensialligningssystemet far vi

s —TS

e~

e ™ Y] =sYy = s[
s som gir 1 s

! 2 2T s T (824

_8Y1:|7 le c

sY1+Y, = s2+1
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1
L1 {m} =sint = y=L1Y]) =sin(t —7m)ult —7) = —sintu(t —7)

1 t
ﬁ_l{T}—/SianT—l—COSt =
s(s24+1) 0

yo = L7HYs) = [1 — cos(t — m)]u(t — 7) = [1 + cost]u(t — )

a) Grafen til den jevne, henholdsvis odde, 4-periodiske utvidelsen av f:

g() h(z)
1
I | | — \ f 1 1 1 f 1
I I I I I I I I I I
-4, -2 T2 4 x4, -2, 2, 4 =
—_ 4] —— L ) L 1 J |

Vi sgker cosinusrekka f(z) = ag+ Y, ayn cos (nmz/L). Her er L = 2 og Eulerformlene
for koeffisientene gir

o3l 04

2
4
/f coswd:):—/ cos 2% g + /( l)cos@d:):——silrlE
0 2 1 2 nm 2

Nar n er partall, n = 2m, er sinnn/2 = sinmmx = 0. Nar n er oddetall, n = 2m + 1, blir
sinnm/2 = sin (mn 4+ 7/2) = cosmm = (—1)™. Cosinusrekka blir dermed

(
74%( (2m—|—1)7r:):
_7r 2m+1 2

m:

b) Vi setter x = 1/2 i sinusrekka til f, og bruker at sin (2n + 1)7/2 = (—1)". Siden f
er kontinuerlig for x = 1/2, og f(1/2) = 1, far vi

4 Ssin(2n 4+ 1)71/2 4 = (—=1)" e O
f(1/2) = - ==y — = ) Ty =T
WT;) 2n+1 71'7;)271-1—1 7;)2714—1 4

Sinusrekka (%) er Fourierrekka til h. Siden h er kontinuerlig for z = 7, er

sin (2 + 1)m
= = =1
Z 1 M

a) Visetter inn u(x,t) = F(x)G(t) i den gitte ligningen og separerer variable:

F// G// F// _ kF — 0
F'G=FG" -2FG, — = — — 2 =k (konstant),
F G G"—(k+2G=0
Randbetingelsene medfgrer F'(0) = F(w) = 0 og, som i Kreyszig 11.3, far vi lgsninger
F(z)#0nar k= -n? n=1,2,3,... Dablir F,(z) = sinnz. Ligningen for G(¢) blir

G1(t) = Ajel + Bie™t forn=1

G" 4+ (n®>—-2)G =0 med lgsnin
( ) & Gn(t) = A, coswpt + By sinw,t  forn=2,3,...
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der w, = Vn? —2 og A,, B, er vilkarlige konstanter. (Lgsningen for G;(t) kan ogsa
skrives Gy (t) = Aj cosht + B sinht.) For u(z,t) = F(x)G(t) blir svaret

ul(x,t) =N ({L‘)Gl (t) = (Alet + Bleft) sinx
up(2,t) = Fp(2)Gy(t) = (An cosvn? —2t+ B, sinvn? — 2t) sinnz, n=23,...

b) Siden den gitte ligningen er linezer og homogen, er summen u(z,t) =Y o2 | u,(z,t)
ogsa en lgsning, og den oppfyller randbetingelsene. Vi setter fplgelig

o0
u(z,t) = (Are' + Bie ") sinz + Z(A” cos \/n? — 2t + By, sin V/n? — 2¢) sinnx
n=2

og bestemmer koeffisientene A, og By, for n = 1,2,3,... slik at initialbetingelsene blir
oppfylt.

2 sinnx o0
1) Zl A = u(z,0) = (A1 +Bl)SiH$+Z2An sin nw

n= e

o0
(2) 0 =wu(z,0) = (A —Bl)sinx+ZBn\/n2—2 sinnzx
n=2

Av (1) far vi Ay + By =1og A, = 1/n* forn > 2. Av (2) far vi A — B; =0 0g B, =0
for n > 2. Det gir A; = By = 1/2 og, siden %et + %e‘t = cosh t,

o
1
u(x,t):coshtsin:):—l—g — cos Vn? — 2tsinnz.
n

n=2

Integralligningen kan skrives f(z) * e~b7* = ¢~ Vi Fouriertransformerer ved & bruke

~

konvolusjonsregelen og den oppgitte Fouriertransformerte, og finner f(w) = F{f(x)}:

~ 1 2 1 2
/2 - —we/4b _ = w /4
™ f(w) V2b ‘ \/§e

Vb VEVZB 1

Y _ \/E —w? /4—(—w?/4b) _
)= Jaz e = Von NorSVG:

der 1/48 = 1/4—1/4b, dvs. B = b/(b—1). Ved igjen a bruke den oppgitte Fouriertrans-
formerte far vi

—w?/43

\2
\/E ﬁ . e—,@acg _ b e—be/(b—l) )

V2m Vm(b—1)

a) Vi skal finne en approksimasjon til integralet

1 1 1 1
(1) /1 flz)de = /1 x2—+1dx =g

Integrasjonspolynomet pa Lagrangeform for f(x) med nodene xg,x1, zo er:

fl@)=F{J(w)} =

(x — zo)(x — 1)
(x2 — mo)(22 — 21)

(x —z1)(x — 22) .
(xo — 21)(z0 — 22)

(x —wo)(z —wp) (

:1:0)+(x1 — x9) (21 — ¥2)

pa(r) = r1)+ f(22)
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z; | -0.8660 | 0 | 0.8660
flzi) | 05714 | 1] 0.5714

-0.8660 | 0.5714
0.4949
Newtons endelige differenstabell er: 0 1 0.5715
-0.4949
0.8660 | 0.5714

og dermed for datasettet har vi pa(x) = —0.571522 + 1.

og polynomet pa Newtonform er:
p2(z) = 0.5714 4 (x + 0.8660)0.4949 — (x + 0.8660)x0.5715 = —0.5715z2 + 1.

Ved a beregne integralet av po(z) eksakt far vi

1
J —/ peo(x)dxr = 1.6190,
-1

og feilen er |7/2 — I| = 0.0482.

b) Ved a bruke Simpsons metode med nodene —1, 0, 1 far vi

1

S2 = S(f(=1) +4£(0) + fF(1)) =

og feilen er |7/2 — Ss| ~ 0.0959.

( ~ 1.6667,

wW| ot

1
44+ 2) =
+ +2)

Wl =
N —

Selv om vi bruker det samme antallet noder som i a), far vi en stgrre feil. Grunnen
er at Simpsons metode bruker ekvidistante noder. Det finnes distribusjoner av noder i
integrasjon intervallet som fgrer til bedre approksimasjoner til integralet enn ved bruk
av ekvidistante noder.

Feilformelen for den sammensatte Simpsonregelen for integralet fab f(x)dx, for n =2m

intervaller med h = &2 er
2m

! —a
[ fohs = Sa = 2O, e (a)

For generell h (og m) far vi fglgende skranke

Dersom vi setter 95
—“h* <0.05,
90 —

finner vi at h < 0.6514, og fglgelig m = 2.

@ a) Vi bruker iterasjonen Mx"*+1) = Nx(® 4+ b hvor M — N = A og M er den nedre
triangulzere delen til A. Vi far

2 0 0 0 -1 0 1
1 —2 olx"D =10 o —1|x™ 4|1
0 1 1 0 0 0 1
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Med x© = 0 farvix() = [<0.5 —0.75 1.75] ' ogx(? = [<0.8750 —0.0625 1.0625] .
b) Pa systemet

—2 1 0 1
1 -2 1|x=[1],
0 1 0 1

er det umulig a bruke Gauss-Seidel metoden fordi den nedre trianguleere delen til A ikke
er invertbar. Hvis vi for exempel tar

-2 0 0 0 -1 O
M=]1 -2 0|, N=]0 0 -1
0 1 1 0 0 1

har vi A = M — N og M invertbar. Vi kan lgse Ax = b ved & bruke iterasjonen
x(m+) = M1 (Nx™ 4 b), og hvis x° = 0 blir xV) = [-0.5 —0.75 1.75] .

IfSIF5016h01 21. desember 2001 Side 5



