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Oppgave 1

a) Lgsning: fouriersinusrekken til f(z): f(z) ~ > 7, bysinnmz, der by = 1 og b; = 0 for
t > 2. Ingen regning er ngdvendig.

Finn fourier cosinus rekken til f(z) = sin7mz 0 < x < 1. Lgsning:

1 1
1 1 1 2
aoz/ sinxdr = [——coswx] = ——cosm+ —cos) = — (1)
0 ™ 0 ™ ™ ™
1 1
a; = 2/ sinx cosmr do = / sin2rx dr =0 (2)
0 0

Det siste integralet er lik null siden sin 27z integreres over en hel periode. Vi finner a,
for n > 2:

1 1
a, = 2/ sin 7z cosnmx dx = 2/ $(sin(1 — n)mz 4 sin(1 + n)mx) do =
0 0

1 1 !
[—m COS(l — n)’YTSU — m COS(l + n)’YTSU:| . =
1 1-n 1 1+n 1 1 —
a (1—n)7r(_1) - (1+n)7r(_1> T AR

1+ (=)
(1 —n?)m

(3)
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Dvs fouriercosinusrekken er

2 4 4 4
f(z) ~ —- 3—7TC0827T$— Ecosélwx— 63—7Tcos67m‘+~'

o0

2 4 .
f(z) ~ — ; mcos%wm

b) Vi skulle finne alle lgsninger til randverdiproblemet

Pu  0u
uz(0,y) = uz(1,y) =0 (5)

pa formen u(z,y) = X (2)Y (y):

Randbetingelsene gir X'(0)Y (y) = X'(1)Y (y) = 0 for alle y. Dvs X’(0) = X'(1) = 0 eller
Y (y) = 0. Vi har for det siste tilfellet u(x,y) = X (2)Y (y) = 0. Hvilket er den trivielle
lgsningen. Vi vil sgke andre lgsninger i teksten under. Dvs at vi vil anta at Y (y) # 0.

Partsiellderiverer vi u(z,y) = X(z)Y (y) to ganger med hensyn pa z og y sa far vi
Usa(2,y) = X"(2)Y (y) 0g uyy(2,y) = X(2)Y"(y).

Setter vi dette inn i den opprinnelige likningen far vi:

XN (@)Y (y) + X(2)Y"(y) = X (2)Y (). (6)

Vi omformer denne likningen og far:!

X'z) _ _Y'(y)

X@ Y TN g
Vi vil lgse X7(a) N o
X(@)

Vi lgser for k = A2 > 0. Da er X(z) = Ae™ + Be™*, og X'(z) = A\e? — ABe .
Randbetingelsene gir 0 = X'(0) = AN — AB. Dvs A= B og 0 = X'(1) = A\e* — AXe™.
Dvs A = 0. Og derfor F'(xz) = 0. Vi har antatt at u(z,y) # 0, sa vi ser bort ifra denne.

Vi lgser for k = 0. Da er X(x) = Az + B, og X'(z) = A. Randbetingelsene gir 0 =

X'(0) = X'(1) = A. Dvs A = 0. Losning er Xo(x) = B. Legg merke til at vi ikke ser bort
ifra konstant lgsning.

Vi har antatt at u(z,y) # 0. Derfor kan vi dele med u(x,y) pa begge sider av likningen.
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Vi lgser for k = —\? < 0. Daer X(z) = Acos(\z)+ Bsin(Az) og X'(z) = BAcos(\z) —
AXsin(Az). Forste randbetingelse gir 0 = X'(0) = BAcos(0) — AXsin(0) = BA. Dvs
B = 0. Andre randbetingelse gir 0 = X'(1) = —AAsin(\). Dvs A\ =nwrdern=1,2,3,....
Dvs X, (z) = A, cos(nmx).
Vi vil na lgse
Y"(y)
Y(y)

=1+ n?n% 9)

Den har lgsning
Yo(y) = Anemy + Bne_my.

Fra randkravet X (2)Y (1) = u(z,0) = 0 har vi Y(1) = 0. Vi far derfor
0= AV 4 B eV

Dvs: B, = —Anez\/m.

Lgsningene er pa formen u,(z,y) = X, (2)Y,(y)

Fra superposisjonsprinsippet far vi at en generell lgsning for randverdi problemet

u(m,y) =Y Xu(2)Ya(y)

= Ape? + Boe ™V + Z cos(nma)(A,eV T 4 B emVITTTYY - (10)

n=1

Randbetingelsen u(z,0) = sin mz gir

sinx = Ag + By + Z cos(nmzx) (A, + By) (11)

n=1

Cosinusrekkeutviklingen til sin 7z funnet i punkt a) gir

2
A() + B() - ;
A,+ B, = 0, For n > 0 odde
4
An + Bn = m, FOI' n > 0 jeVn (12)

5 22
Bruker si B, = —A, e2V1n°7,
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2
Ay = ———
0 (1—e®)m
2¢?
By = ———+—
0 (1—e?)r
A, =B, = 0, For n > 0 odde
4
A, = , For n > 0 jevn
(1 — n2)(1 — e2VTHn?r?) J
462\/1+n27r2
B, = — ) For n > 0 jevn 13
7(1 = n2)(1 — e2Virnmae) ) (13)
Lgsningen blir
ey — 2 0 46\/1—|—n—27r2y _ feVIHnInE(2—y)
u(z,y) = 1 — 62 —I— Z| cos(nmx) (L)1 i (14)
n=1,2|n

Oppgave 2

Funksjonen f(z) er kontinuerlig i z = 7. Vi har at f(r) = 47" og at f(m) er lik fourierrekken
til f(x) innsatt x = 7.

Det er gitt at Fourierrekken til f(z)er

cosnm =

_ 28! N i 16(—1)"(n?m% — 3)

Dvs at

Andre del av oppgaven: Finn ogsa summen til rekken

= nirt —6n2n2+9
> pr -

n=1

Vi bruker Parsevals identitet:
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/’f (@) de = 27 (287r) Wz(m " (n2r —3))2 (15)

—T

Det er oppgitt at integralet er [*_ f(2)? de = £27° Utrykket (15) og vedien av integralet gir
2656 , 1568 — nir? —6nin? +9
= 2 1
T 505 + 567rnz::1 5 (16)
Lgser vi for summen far vi
i nir? —6n'r? +9 1 (2656 1568) 7 (17)
n® T 256 \ 315 225 175

n=1

Godkjent er ogsa (0.005714...) - m® og 54.220177 . . ..

Oppgave 3

a) Vibegynner med hgyresiden: £{100 (sint + u(t — 7/2) cost)} = L{100 (sint — u(t — 7/2) sin(t — 7/
Vi bruker 2. forskyvningsteorem og far at den laplacetranformerte av hgyresiden er
100(1 —e=5™/2) 5211 lgsningen tilfredstiller den laplacetrans-
formerte av likningen:

1

2y — —§'(y) — sY — —6Y =100(1 — e™*/?)—— 1
sY —sy(0) — '(y) — sY —y(0) =6 001 —e™) 5= (18)
Setter inn verdiene til 3'(0) og y(0).
1
2 _ —sm/2
s°Y — sY —6Y = 100(1 — e /)m (19)
Vi har s> —s— 6= (s +2)(s — 3)
1
Y =100(1 — e *™/? 20
b= T D -G +2) 20
Regner vi ut forste parantes til hgyresiden i utrykket i oppgaven far vi
2 4 +25—14: 1 (21)

s—3 s+2 241  (s24+1)(s=3)(s+2)

Vi kunne ogsa brukt delbrgksoppspalting.
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b) Den inverse trasformerte av Y'(s) er lik lgsningen av oppgaven Transformerer forst forste
parantes:

2 4 2s — 14
F(S>_s—3_s+2+52—|—1 (22)

Den invers transformerte av F'(s) er

f(t) =2¢* —de™? + 2cost — 14sint (23)

Lgsningen blir
y(t) = f(t) —u(t —m/2)f(t —7/2) (24)
Setter inn for f(t) og far

y(t) = 2e* — 472" + 2cost — 14sint
—u(t —m/2)(2e* 7372 — 4724 4 9sint 4 14 cost) (25)

Oppgave 4
a) Vi kan integrere
y
=z
Y
og far
Inly| = 32>+ C’

der C" er en vilkarlig konstant. Derfor, ved & anvende exponentiel funksjon,
Yy = Ce™’ /2.
den initielle betingelsen, y(0) =1, gir C' =1 og

y(x) ="/,

Eulers metoden er gitt ved
y1 = yo + hf(xo,yo)

der f(z,y) = zy. Vi far
Y1 = Yo + hxoyo = yo = 1

siden xg = 0.
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b) Vi bruker na den 3. ordens Runge-Kutta metoden som er gitt. Vi far

]{31 = hflioyo =0
og
1 1 h?
ko=nh —h Zk) = —
2 ('TO_'_?) )(yo_'_?) 1) 3
og
2 2 h? 2 2h?
3= hiwo+ )Y+ 33) = 3P (1+ =)
Derfor,
1 2h?
Y1 =y + §h2(1 + T) ~ 1.00501.

Den eksakte verdien er
y(x1) = y(h) ~ 1.00501

og den 3. ordens Runge-Kutta metoden gir altsa en bedre resultat enn Eulers metode.

Oppgave 5

a)

b)

Vi har at f(2,y) = Veo + Vyy = (Usa + Uyy)aa + (Uax + Uyy)yy = Uazze + 2Uaayy + Uyyyy-
Videre er V2u = g, + u,y = v(z,y), s v(z,y) = 0 pa randen er ekivalent med at
V?2u = 0 pa randen.

Vi har tilneermelsen

1

() ~ ﬁ(f(x—h) —2f(z) + f(z + h))

Vi har da at v;; = v(ih, jh) ma tilfredstille

1
79 (1201 + w21 + V10 + V12 — dup

)=-1
719 (U11 + Vg1 + U0 + V22 — 47}21) —1
s )=-1

(U02 + V22 + V11 + V13 — 4’1}12
1—}9 (1212 + V39 + V91 + VUgg — 41)22) =1

Innsetter randverdier vy + vip — 4vy; = —%, V11 + Vog — 49y = —%, Voo + V11 — 419 = —%
1 s - 1
0g V12 + Vg1 — 4vgy = —5. Vi har alsa Av = —5(1,1,1,1), der v = (v11, V12, V21, U22).

Videre far vi tilsvarende at

1 _
/9 (U01 + U1 + Uio + U2 — 4U11) = U1
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1

/9 (Un + Uz + Uz + U2 — 4U21) = U1
1—}9 (U02 + Uz + Up1 + U3 — 4U12) = V12
719 (U12 + Uszg + U1 + Uz — 4U22) = V22

Dvs at Au = v, der u = (u11, u12, us1, us2). Dvs at A>u=—3(1,1,1,1).



