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Oppgavesettet har 11 punkter, labe, 2ab, 3, 4, 5ab, 6ab, som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Viregner ut F(s) og g(t) ved & bruke tabell og reglene for Laplacetransformasjonen.

1 d s 1 1—s*  25°
241 dss2+1 s241 (2412 (s2+1)2

F(s) = L(sint +tcost) =

g(t) =Lt ( zi 1~ Zi 16””) = cost — cos (t — 2m)u(t — 2m)
s s
cost for 0 <t<2m

=[1—u(t—2m)|cost =
0 for t > 2m.

b) Vi setter Y (s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen ved bl.a. & bruke skiftteo-
rem 2 siden 7(t) = 2cost [l — u(t — 2m)] = 2cost — 2cos (t — 2m) u(t — 2m). (Eller ved &
bruke resultatet fra a) siden 7(t) = 2¢(t).)

252
(s2+1)?

1 2s
sY +-Y = — 1
s Jrs serl(

— 572”) = Y= (1 — 972”) =F(s) (1 — 572”)

Ved inverstransformeringen bruker vi skiftteorem 2 og L71(F) = f(t) fra a).
y = (sint + tcost) — [sin (¢t — 27) + (t — 27) cos (t — 2m)] u(t — 2)

sint +tcost (0 <t < 2m)

= (sint +tcost) — [sint + (¢t — 27) cost| u(t — 27) =
( ) ( ) Ju( ) {27rcost (t > 2m)

c) Vi setter igjen Y'(s) = L(y) og Laplacetransformerer ligningen.

s+4 i 2 o2
s2+4s5+8 s2+4s+8

sV —s+4(sY —1)+8Y =272 = YV =

Vi omformer Y og inverstransformerer ved hjelp av begge skiftteoremene.
_ (s+2)+2 2 o2
T (s+2)2422 7 (s+2)2 422
y = e % (cos 2t + sin 2t) + e~ 272™ gin 2(¢ — 2m)u(t — 2m)
= ¢ 2 [cos 2t + sin 2t + €™ sin 2t u(t — 2m)]

Svaret er altsa

e (cos 2t 4 sin 2t) for 0 <t <2m
-
v €72 (cos2t + (1 + €'™)sin2t) for ¢ > 2.
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a) Funksjonene u(z,y) = y og u(z,y) = cos nasinhny oppfyller (i), (ii) og (iii). De to
andre funksjonene oppfyller (i) og (ii), men ikke (iii).

For & finne en lgsning som ogsa oppfyller (iv), betrakter vi summen

(o]
u(z,y) = Coy + Z C), cos nx sinhny

n=1
og bestemmer konstantene C,, for n =0,1,2,... slik at u(z,7) =1 — cos 2z.
Co=1/m
(iv)
1—cos2z = u(z,7) = Com + ZC cosnrsinhnm = ¢ Cy = —1/sinh 27
n=1 Cp=0forn#0,2

En funksjon som er lgsning av (i) og oppfyller randbetingelsene (ii), (iii) og (iv) er
dermed

ul@,y) = 7 sinh2m

b) Vi setter inn u(z,y) = F(2)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii) og (v).

F// G//
1 Z - _ 4
F'G'+FG"=0 = 7 el k  (konstant)
@M ' —kr=0, FO)Y0, Pm)%o,  an) ¢ +kc=0, ¢ Lo

Bestemmer forst F'(z) og deretter G(y).

(1) F"—kF=0, F(0)=0, F'(x) =

k>0, k=p*: F(z) = Ae'® + Be ™", F'(z) = pAet® — pBe™H®
F(0)=F(r)=0=A=B=0, F(z)=0

k=0 F(z)=A+ Bz, F'(z) =B
F(0)=0=A=0, F(r)=0=B=0, Fz)=0

k<0, k=—p?: F(z) = Acospz + Bsinpzx, F'(z) = —pAsinpz + pB cos pz
F0)=0=A=0, F(r)=0, A=0, B#0 = cospr =0

p=(0m+1)/2, F(z)=sn|@m+1)z/2] (B=1)
() G"+kG=0, k=—[2m+1)/22, GO)=0

” 2m+1\2 (2m+1)y/2 —(2m+1)y/2
G- G=0 = G(y) = Ac®"T/2 1 Be v

2
G(0) =0= B =—A, G(y) = A(e@+v/2 _ c=Cm+Du/2) = Csinh[(2m + 1)y/2]
Lgsningene av (i) pa formen u(z,y) = F(x)G(y) som oppfyller (ii) og (v):

21 1)x 2 1
m+ 1)z sinh( m+ 1)y

u(z,y) = Csin ( , C vilkarlig konstant, m =0, 1, 2 ...
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Summen av Fouriersinusrekka er den odde 27-periodiske utvidelsen av f(z).

ﬁ

For x = /2 er f(x) =1 og sin (2m + 1)z
er

= sin (mm + 7/2) = cosmm = (—1)™. Ergo

B 8 el A\CE B 8 e A\CSt
== Muc @m—-1)@2m+1)2m+3) =« Muc (2m —1)(2m + 1)(2m + 3)
A\HvilL

:MHUO (2m —1)(2m + 1)(2m + 3) e

3

Ligningen kan skrives f(z) = e 1%l —4f(z) xe~1#l. Vi maﬁﬂo:wﬁév = F{f(x)} og Fourier-
transformerer ligningen ved a bruke konvolusjonsregelen og den oppgitte Fouriertrans-
formerte.

-~ 2 1 - 2 1

(w) = /\WQ —4V27 f(w) - /\M:‘Sm
8 > 2 1

AH+ H+€mv fw) = /\WHJTSN

W?cv - /\W 9 MSM - W/\w 32 WSN = fl@)= \..L,Cwﬁsﬁ - Wm\w,i

der vi inverstransformerte ved hjelp av den oppgitte Fouriertransformerte med a = 3.

a) Eulers metode er

Tpy1 = Tp +h- .\.A&: w:v.

Vi har zg =1, tgp = 0. To skritt med h = 0.1 gir

HHH&.OATNT.\.A.HQACV”ﬁnTO.H;lM‘O.HITOITﬁ =2
zo=x1+h- f(x1,t1) = 1.44

b) Heuns metode er

Tpi1 = Tp + Sh[K1 + Ko]

hvor
K, = \.A.@:, ?L
Ky = \.AN.: +h- \A.ﬁ.?uﬁv,;Jﬁv.
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Ett skritt med h = 0.1 gir

K1 = f(x0,t0) =2
Ky = f(wo+ hf(zo,t0),t1) = f(1.2,0.1) = 2.4
Ty =z + Sh[K1 + Ks] = 1.22.

Eksakt lgsning er z(0.1) = 1.2187.

Feil for Eulers metode er

e; = |1.2 — 1.2187| = 0.0187.
Feil for Heuns metode er
e; = 0.0013.

Vi ser at Heuns metode gir bedre tilnsermelse fordi den er av hgyere orden enn Eulers
metode.

@ a) Formelen ser vi ved & flette annenhvert ledd for T;, og U,.
b) Vi beregner forst T = mCon + f(1)) = 0. Deretter

Ty = DU = 0.353553 | Tye = TtlUs = 0.502804
T, = war@m = 0.470745 | Tyo = E = 0.5043429384

Ty = Ttts = 0.496588 | Ty = Li2tlsz = 0.504726

Vi finner
Toq — T

Tea + % = 0.504854

sa alle 6 siffer er korrekte. Dette skyldes at man generelt har formelen

Top — T
Son =Ton + ——5—
3
dvs Simpsons formel med 2n punkter. Dette er en 4. ordens metode, mens trapesmetoden
kun er 2. ordens.
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