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Oppgavesettet har 11 punkter, labe, 2, 3ab, 4, 5ab, 6ab som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Av L{u(t —b)} = (1/s)e™ folger ved skiftteorem 1 at

c—b(s—a,)

s—a

LU} = L{e"ult —b)} =

Vi kan ogsa omforme f(t) og bruke linearitet og skiftteorem 2 for a finne L£(f). Siden
et — ea(t—b+b) — Cabca(t—b) og [:(Cat) — 1/(5 _ a) far vi

—b(s—a)
L)} = e LVt — b)) = e L

s—a s—a

En tredje mate a finne L(f) pa, er a regne ut integralet fbx eMest dt.

b) Vi Laplacetransformerer initialverdiproblemet (ved a bruke resultatet i (a) med a =
b =1) og lgser den transformerte ligningen mhp. Y = L(y):

, e—(5=1) , (-1
(Y —s)—2(sY —1)+Y = T (s—1)Y=s—-2+ 1
s — S —
s—2 e~ (5=1)
RECESARCESE
(s—1)—1 e 1 e (=)

G-1? " Go1p s—1 -1 -1®

Vi har £71(1/s") = t*/n! og L7H(e7%/s?) = £(t — 1)%u(t — 1). Dermed far vi av skift-
teorem 1 at

y=L(Y) =€ [1—t+ Lt — 12t —1)] =€ —te' + 3(t — 1)%e u(t — 1).

¢) Fraa) har vi £(f) = e7"~% /(s — a). Av konvolusjonsteoremet folger

—b(s— —b(s— —2b(s—
e—b(s—a) e (s—a) e—2b(s—a) _ a2 1

s—a s—a  (s—a)? (s —a)?

L(f*f)=

Siden £71{1/(s — a)?} = te™, folger av skiftteorem 1 at

672173

(a2

(f=NHt)= chaﬁfl{ } = c2ba(t — 2b)ea(“2b)u(t —2b) = (t— 2b)c“tu(t — 2b).

Vi bruker delvis integrasjon for a beregne b;:

2 [T 2 [T
by :7/ f(a;)sinxdxzf/ zcosxsinx dr
T Jo Jo

T
T ™ T
:l/ ZL'SinZ.”L‘d.’IJ:l[fg(IOSQ"L'] +i cos2zdw:71:71.
T Jo T 2 o 27 Jo 2m 2
0
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For n > 2 er b, = (—=1)"2n/(n? — 1). Funksjonen f(x) er en odde funksjon, da er Fouri
rekken til f(z) en sinusrekke:

n2nsinne
n2—1"

o0 1 >
flx) = Z by sinnz = -3 sinz + Z(*l)

n=1 n=2

Vi setter = 1 i Fourierrekken til f(z). Siden f(1) = cos1 far vi

r # +m, 37, 57, ... .

1 = 2n si - i 1 1
cosl = -3 sinl + ;(71)" :2517111717 det gir 7;2(71)":2;?7; =5 [cos 1+ 3 sin 1

a) Visetter inn u(z,t) = F(2)G(t) i den gitte ligningen og separerer variable:

oG F" —kF =0
F'G=FG" - FG, — = — — 1 =k (konstant),
' F G ( ) G —(k+1)G=0.

Randbetingelsene medforer F'(0) = F'(1) = 0, og vi ma ha k < 0 for & fa lgsnin
F(z) # 0. For k = 0 far vi Fo(z) = 1, og for k < 0, k = —p?, far vi p = nrw
Fo(x) =cosnmz,n=1,2,....
Ligningen for G(t) blir G” — G = 0 nar k = 0 og G” + (n?>7* — 1)G = 0 nar k = —n?
Det gir

G()(t) = A()Et' + B()Eit

Gp(t) = Ay coswyt + By sinwpt forn=1,2,...

der w, = Vn?n2 — 1 og A,, B, er vilkarlige konstanter. (Lgsningen for Go(t) kan o
skrives Go(t) = Aj cosht + Bf sinht.) For u(z,t) = F(x)G(t) blir svaret
uo(:L',t) = F()((L‘)Go(t) = Ao(ﬁl + BU(),fL
Un(2,t) = Fo(2)Gn(t) = (A coswnt + By sinwyt) cosnma, n=1,2,....
b) Siden den gitte ligningen er lineser og homogen, er summen u(z,t) = Y oo | up(z
ogsa en lgsning, og den oppfyller randbetingelsene. Vi setter folgelig
o0
u(z,t) = (Aoet + Boe_t) + Z (An cos wpt + By, sinwnt) COSNTT
n=1
og bestemmer koeffisientene A,, og B, for n = 0,1,2,... slik at initialbetingelsene b
oppfylt. Leddvis derivasjon mhp. ¢ gir

o0
ug(z,t) = (Age! — Boe™) + Z(—wnAn sin wyt + wy, By, cos wnt) cos nmx.

n=1

Til bestemmelse av A,, og B, far vi dermed

(i) 1+ cosmz = u(z,0) = (Ag + By) + Z A, cosnmx
n=1

(it) 0 = u(z,0) = (Ao — Bo) + anBn cosS NI,
n=1

Av (i) farvi Ag+ By =1, A1 =1og A, =0 forn > 2. Av (ii) far vi Ag — By = 0
B, =0forn > 1. Det gir Ag = By = 1/2 og, siden 3e' + e~ = cosht,

u(z,t) = cosht + coswit cos mz = cosht + cos (/72 — 1t) cos mw.
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Forf(w) = F(f) far vi

i 1 ! —iwT 1 2 —iwT -1 —iwT L —iwT 2
f(w):E/O e da:JrE/l 2e dx " QWHG ]0+2[e ]1}
-1 . Coiw 1 » o
w g iw iw ] _ [1 ,—iw 90 zwj|‘
r} o [(e ) + 2(6 e ) 7\/27”@ +e 2e

Vi bruker formelen for invers Fouriertransformasjon:

N 1 "0 | —iw _ 9p—2iw o 1 "0 pizw ’iuv(z—l) —9 ’iw(z—Q)
FU) = _/ Jre—-ef?““ dw = — i c dw.
V2m V2w 271 ) oo w

Siden F~1(f

) =%[f(x+0)+ f(z—0)] og f(z) er kontinuerlig i det apne intervallet (1,2),
far vi F7H(f) =

f(z)=2for 1 <z <2, og folgelig er

00 izw iw(z—1) _ 9giw(z—2)
/ S © dw = 2mi - 2 = 4mi
oo w

forl <z <2.
Vi setter inn 2 = 3/2 og bruker Eulers formel (e*%

) 9 c!}iw/Z 4 61',11//2 _ 26—1'11)/2
4mi =

o w

=costtisint):

dw

_ /OO (cos 3w + isin 3w) + (cos dw + isin fw) — 2(

1 P
cos zw — isin 5w)
—0o0

dw.
w

Ved a ta imaginardelen pa begge sider av likhetstegnet ser vi at

/°° sin %w + 3sin %w

dw = 4m.
o w

a) Laxog=—-2,21=-1, 29 =00g x3=1.

Formelen for p(z) ved Lagrangeinterpolasjon er

lo(x) = (z — 21)(x — 22) (2 — =3),
la(z) = (x — zo) (2 — 1) (x — x3),

I vart tilfelle er

L(z) = (z — zo)(z — w2)(z — x3),
I3(z) = (z — 20)(x — z1)(z — x2).
3

o) =2 —2, L) =a%4+222—2-2, I3(z)=a®+322+ 2.

(Vi trenger ikke [ () siden p(z1) = 0.) Det gir

5 . 4
p(z):E(xsfz)f5(953+2z27z72)+6(x3+39;2+2$):x3+x2+z+1.

Ved Newtons interpolasjonsmetode har p(z) formen

p(z) = ap + a1(z — ) + az(x — zo)(z — 1) + az(x — zo)(z — 21)(x — 2)

[fSIF5013k02

20. juni 2002 Side 3

SIF5013/16 Matematikk 4N og SIF5017 Matematikk -

der vi finner ag = p(20), a1 = p[zo, 1], az = p[zo, 1, 2] 0g az = p[xo, ¥1, T2, 3] i en tab
med dividerte differenser:

T p(s) P[%‘:Iiﬂ] P[ﬂimftiﬂwiw] P[Ii73€i+1,$i+2-,$i+3]

1-5
o - .
1-0 —\=2) _
—(—1) — 1 a1 1-(-2) —
0 1 » 2y =1
==3
1 4

Det gir

plx)=-5+5+2) —2+2)z+ )+ @+2)(=z+ Dz =2 +22 +z+1.

b) Ved a bruke Simpsons regel med nodene —1, 0 og 1, far vi

1
[ porde = 5[p-1) + 4p(0) + (1)) = §
~1

Simpsons regel gir eksakt svar i dette tilfellet siden p(4)(z) = 0. Vi kan ogsa vise at feil
er 0 ved a sammenligne svaret vi fikk ved Simpsons metode med integralets eksakte ver

1 1
/ (:r3+x2+x+1)dx:2/ (z2+1)dx:2Fx3+x]
—-1 0 3 0

3

@ a) Vi setter approksimasjoner

up(a,t) ~ (u(x, t + k) —u(z,t))/k og
Uge (2, 1) & (w(z + b, t) — 2u(z,t) + u(z — h,t)) /R2,
i varmeledningsligningen og vi far

A R R e
k h?

Betrakt r = k/h?, far vi Eulers metode formel
Uit =1 - 20U +r(Ul, +UL)).

b) Medh =1/4, k =0.03 far vir = 0.48 og (1—2r) = 0.04. Vi bruker startverdiene og

(02, U9,UIT = [2sin(n/4), 2sin(r/2), 2sin(37/4)|T = [1.4142,2,1.4142)]T, U = U =
Dermed blir

Ut =0.04-1.4142 + 0.48 - 2 = 1.0166

Ul =0.04 -2+ 0.48 - (1.4142 + 1.4142) = 1.4376
Ul =0.04-1.4142 +0.48 - 2 = 1.0166.
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