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\

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2, 3ab, 4, 5, 6 og 7Tabc som teller likt ved bedgmmelsen.
a) Fra tabellen i Rottmann har vi £(#"e*) = T'(n+1)/(s—a)"*! = n!/(s—a)"*1. Folgelig

er L(te ") =1/(s+ 1) Le™)=1/(s+1), L(t) =1/s% L(1) =1/s og

1 2 1 2
—_ —t —t _ — —_ _Z
L{f@®)}=L(te™"+ 2"+t —2) GTi? + PR B
2 425%(s+ 1)+ (s+1)P—2s(s+1)* 1
N s2(s +1)2 T s2(s+ 1)

Ved a bruke skiftteorem 2 far vi
L7HG(s)y = L7HF(s)e™*} = f(t = Dult — 1)
= ((t—1)e D p 267D 4 (1 — 1) — 2)u(t — 1)
= (e(t+ Ve "+t —3)u(t —1).

b) Vihar r(t) = (t —1)u(t —1) = h(t — 1)u(t — 1) der h(t) = t. Ved skiftteorem 1 far vi da
L{r(t)} = H(s)e™® = (1/5%)e™*, og den Laplacetransformerte av differensialligningen blir

[szY —s+1]+2Y -1 +Y = %efs.
s

Vi lgser denne ligningen mhp. Y og inverstransformerer ved a bruke informasjon fra a):

1 1
(8 +25+1)Y =s+ 1+ Z¢70 dvs (s DY =(s+1)+ =<

1 1 1
= —— 4+ F(s)e”?

:s+1+52(s+1)2e 541

y=L V)=t + (et + e+t —3)u(t — 1)
_ et for0<t<1

| tetet)et4t—3 fort>1.

Fra tabell har vi L{tf(t)} = —F'(s) og L{tf"(t)} = s2F(s) — s£(0) — f'(0). Det gir

L")} = ,% [s2F(s) = s£(0) = f(0)] = =25F(s) = s F'(s) + £ (0).
Den Laplacetransformerte av den gitte differensialligningen blir da
[—25Y (s) — s°Y"(s) + 1] + 2[sY (s) — 1] — Y'(s) = 0.

Ved forenkling folger

.2 ) — . ) —
—(*+1)Y'(s)—1=0 ogdermed Y'(s)= “FiT

Ved igjen & bruke regelen L{tf(t)} = —F'(s) far vi, siden £71{1/(s* + 1)} = sint,

L{ty(t)} = ~Y'(s) = nt

251 Som gir ty(t) =sint, y(t) =
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a) For koefisientene i cosinusrekka far vi

T 2
a():l/ f(iL‘)dT:l/ dx:l
7 Jo T )1 ™

2 (7 2 [? 2sinnz|®  2sin2n —si
anzf/ f(x)cosnxd:rzf/ cosnady = —S2NT| _ 2SR T SRR
T Jo 1

M ™ n 1 ™ n

Folgelig har f(x) cosinusrekke

o0 . .
1 2 sin 2n — sinn
— 4+ — E ————— COsnx.
7r n

& n=1
La S(z) betegne summen av rekka for vilkarlig z. For x = 1 og x = —m/2 far vi
_f(1+0)+f(170)_1 T jevn ™ (TN _
S) = P Ty % S(f2>*s(2>*j(2)*1‘

b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) oppfyller (i) og (ii), ma vi ha
F'  kF=0, F'(0)=0, F(r)=0 og G —kG=0

for en konstant k. Fra Kreyszig 11.5 (adiabatiske randbetingelser) vet vi at ikketrivie
lgsninger for F(z) blir F,(xz) = cosnz for k = —n? der n = 0, 1, 2, ... . For G(t) -
vi G’ +n’G = 0 som gir G,,(t) = Ane_”% der A, er en vilkarlig konstant. For u(z,t)
F(z)G(¢) far vi dermed
up(z,t) = Fo(2)Gyp(t) = A,Lefn% cosnz, n=20,1,2,3,... .
Siden (i) er linezer og homogen, er summen u(z,t) = Y02 up (2, t) ogsa en lgsning, og d
oppfyller (ii). Vi setter folgelig u(z,t) = > 7 Ane™* cosnz, og bestemmer koeffisientc
A, slik at betingelsen (iii) blir oppfylt:
Vi skal ha f(z) = u(z,0) = >>° j Apcosnz for 0 < z < m. Fra punkt a) far vi Ag =1
og A, = (2/7)(sin2n —sinn)/n for n =1, 2, ... og folgelig
1 2N sin2n —sinn n2t
(z,t) = = + = TS P e
u(z,t) —+ Z e

™ n
n=1

COSNT.

De Fouriertransformerte av f og f * f er

]:(j) B j‘\( ) _ L /-1 iwe e — L |:7€7iwz:| 1 B Le—iw _ ez‘w
B wi\/ﬂfle CC*\/% w 17\/5 w
N _ —iw _ iw\ 2 _ —2iw _ 2w
F(f* f) = V21 flw) f(w) = \/_2% (%) _ Flw %

Ved a bruke formelen for invers Fouriertransformert far vi, siden (f * f)(z) er kontinuerl

eQzur -2+ 6727,10

)

" dw.

(f (=)

Setter vi = 3, far vi

1 o0 eSiw _ 2631'11,' + eiw
[ T = (3 =0

21 ) _ o w
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siden (f * f)(3) = [ f(p)f(3 — p)dp = fil f(3—=p)dp = fz t)dt = 0. Det sgkte
integralet er, Mden e“““ = cos aw—&-i sin aw, realdelen av 1ntegrdlet pa venstremden. Folgelig
er

dw =0

© cos bw — 2 cos 3w + cosw
w2

—00

La W (z, s) veere den Laplacetransformerte av w(zx, t), W(z, s) = jbooe_s‘w(x, t) dt. Laplace-
transformasjon av den gitte ligningen gir
ow 1 ow 1
e + sW —w(z,0) = 2 dvs. e + sW = 2 (siden w(z,0) = 0).
Dette er en ordineer differensialligning for W (z, s) betraktet som funksjon av z. Ligningen
kan da skrives dW/dx + sW = 1/s?, og ved & bruke lgsningen som star i oppgaven far vi

W(z,s) = C(s)e™*® +1/s°.

Vi skal ha w(0,t) = 0 og felgelig W (0,s) = 0. Siden W(0,5) = C(s) + 1/s> folger C(s) =
—~1/s% og
1 1
WH > :777)/715'

For & inverstransformere, bruker vi at F(s) = 1/s har inverstransformert f(t) = 3t og

skiftteorem 2:

142 for0<t<uz

w(z,t) = 3% — 3t — 2)%u(t — 2) = {2

$x(2t—z) fort>a.

@ I T, f lar vi annethvert ledd ga til T,,f og R, f henholdsvis:

2n—1

T =204 0 4 Y #(2)
]_—(Qn 1)
1 1/71 1 2n—2 j 1 2n—1 ]
—s{G el X () n X G}
" oy 2" n_ ey 27
j partall j odde
ig1/n S AW L = SR VAU
=5yl + nk_%l)f(;)*;k;”f(;*T)}—Q[T"“R"ﬂ

der vi innferte j = 2k for partall j og j = 2k + 1 for oddetall j.
Narn =2er

Tof = 3 [f(=1) + fD] + 5[f(=3) + F(0) + f(3)].
Siden f(t) = tsin?¢ er en odde funksjon, er fjl f(t)dt =0. Vihar ogsa f(—1)+ f(1) =0,
f(=3)+ f(3) =00g £(0) = 0slik at T»f = 0. Trapesmetoden gir alts eksakt svar i dette
tilfellet.

a) Vi innfgrer nye variabler y; =y og y2 = ¢’ og far differensialligningssystemet

1 0)=2
vi = med initialbetingelser 3(0)

Yo=(1—y)ya — y2(0) = 0.
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b) For differensialligningssystemet i a) blir “Baklengs Euler” gitt ved

Yin+1) _ (Yin Y2n+1
= +h ) :
Y2,n+1 Ya2.n (1 - yl,n+1)y‘27n+1 — Yin+1
Med n =0, h = 0.1 og initialbetingelsene y1 9 = 2 og y2,0 = 0 far vi ligningssystemet
Y11 =2+ 0.1y21
Y21 =0.1[(1 =47 g1 — v11] -
Multipliserer vi begge ligningene med 10, kan ligningssystemet skrives
10y1,1 — Y21 —20=0
Y11+ 9+ 1)y21 = 0.
c) Ligningssystemet

10y17y2720:0

9 har Jacobimatrise J(y1,92) = ( 10 -1 > .
yi+O+y)y2=0

1+2y1y2 9+ 92

For & finne y1,1 = y1,0 + Ay1,0 08 Y2,1 = 2,0 + Ayz,0, loser vi ligningen

Ayio) _ 10y1,0 — y2,0 — 20
Tro.320) (Ayz,o T \wot+ O+ vio)v20

med hensyn pa (Ayl,o Ayg,o)T. Med startverdiene 31,0 = 2 og y20 = 0 far vi

(7 ) G --2)
(o)== (7 ) () = (% ) ()= (6%):

Fogelig far vi

som gir

y1,1 = 1.98 og y2,1 = —0.15.
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