SIF5013 Matematikk 4N
16. mai 2001

Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet

Institutt for matematiske fag Losningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2, 3ab, 4ab, 5ab, 6ab, som teller likt ved bedgmmelsen.

1
a) Laplacetransformerer: [sI(s) —i(0)] +4I(s) + 3 ;I(s) =V(s), i(0) =0

(% +4s+3)I(s) =sV(s) = 1s) = 5 Zg V6 =57 1)5(5 5V
6 6 1 1 .
V<S):g91(‘9):7(54—1)(3-&-3): L+17$+3] = i(t)=3(e" ,33t)

o(t) = e ut —2) = e 2Dyt — 2) = £t — 2u(t —2)

1 1 ;
$) = F(s)e 2 = —dg—2s _ —2(s+2)
V(S) (S)F S+Qe ¢ 8+2€

Alternativ utregning av V (s):

© o -1 *© 1
V(s) _ / e 2t o=t gt — / e—(s+2)t dt = [ e—(.s+2)t] — —2(a+2)
2 9 s+2 =g STt 2
S 9 b
I(s V(s) = L o—2(s+2)
) =GF )(s+3) Sl Py TP R
_ 2 3/2) _4 o _ N, —2s
_[5+1 s+2 5+3]€ € =Y(s)e
i(t) = y(t —2)u(t - 2)
_ [ % —(t-2) | 9e—2(t-2) _ %673(&72)]671’11&— 2)

—1le - 4o 4 36’3”2}11(75 —2)

Laplacetransformerer ved hjelp av konvolusjonsregelen:
1 1

,s—a7 2 +
s—a s a
F(s) = = -

(s) 241 241 241 = fe

f(t)x e =sint = F(s)-

1
) = cost — asint

Eller, vi kan Laplacetransformere ved hjelp av skiftteorem 1 og integralregelen:

1

00
1
/O f(T)e ™ dr = e ®sint = ;F(q +a)= Grorsl

s s—a .
F(s+a)zm = F(S):32+1 = f(t) =cost—asint
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a)
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2 (7 2 [T/ 1 (2 1
:7/ f(m)sin2acdm:7/ siHstinQIdac:f/ (1 —cosdz)dr = =
Jo T Jo T Jo 2

For n # 2 er

4 —1)m
bp,=0 forn=2m og b,=—— (=1

——— fi =2 1
7w (2m —1)(2m + 3) orn=z2m+

siden sin(2m - 7/2) = 0 og sin[(2m + 1)7/2] = sin(mm + 7/2) = cosmm = (—1)™.

Fourierrekka til f(z) er en sinusrekke, og f(z) er kontinuerlig for alle z. Altsa har vi

. 1 4K sin(nm/2)
= —sin 2 ——E oy sinnz
f(x) 5 sin2e — — > =212 sin na
nZ2
1 4 & (-1)™
= —sin2zx — — —_—— 2 1 for alle z.
5 sin 2z 7",”5:0 e TDem <) sin(2m + 1)z or alle x

b) For z =7/2er f(xz) =0 og sin(2m + 1)z = (—1)™. Det gir

omy 1 4 S DG 1
O*f(i)*ib””’;z(sz Yem )77;72:0(2m71)(2m+3)

> BT
(2m —1) 2m+3)7(71) 3 1-5 3-7

m:l]

tr gt =0

For & finne summen av den andre rekka, kan vi bruke Parsevals identitet:

L D" P T ra = 2 [ n2orde L

ﬂ_z Z[m] 7;'77\-]"(1) dxfg./o sin 21(1175
i%,(l,l)/ﬁ,ﬁ
P TR CR Ve

a) Setter inn u(z,y) = F(2)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii).

F// Z
F'G+FG' =0 = = —% =k (konstant)
(ii) (ii)

oW k=0, FO)%0, Fm Qo @) ¢+ra=0, ¢ Lo

Bestemmer forst F'(z) fra (I) og deretter G(y) fra (II).
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(I)  F"—kF =0, k vilkarlig konstant, F'(0) =0, F'(r) =0

k>0, k=p?: F(z) = AeM® + Be ™" F'(x) = pAet® — yBe™H®
FI(0)=F(r)=0=A=B=0, F(z) =0

k=0: F(z)=Az+ B, Fl(z) = A
F'0)=F(r)=0=>A=0, Fo(z)=1 (B=1)

k<0, k=—p?: F(z) = Acospz + Bsinpz, F'(z) = —pAsinpx + pB cos pr
F'(0)=0=B=0, F(m)=0, B=0, A#0 = sinpr=0
p=n=12.3,..., Fy(z)=cosnz (A=1)

() G"+kG=0,k=0o0gk=—n2 G(0)=0

G(y)=Ay+B, G(0)=0= B=0, Go(y) = Aoy
Gly) = Ae™ + Ble™, G(0)=0= B = —A'
Gnlly) = A (" — e™™) = Aysinhny (A, = 24))

Lgsningene av (i) pa formen u(z,y) = F(2)G(y) som oppfyller (ii):
ug(x,y) = Fo(2)Go(y) = Aoy 0g  un(x,y) = Fn(2)Gn(y) = An cos nz sinhny
b) For a finne en lgsning av (i) som, i tillegg til (ii), ogsa oppfyller (iii), setter vi

o0 (o]
u(x,y) = MU un(z,y) = Aoy + MU A,, cos nx sinh ny
n=0

n=1

og bestemmer Ay, Ay, A, ... slik at (iii) blir oppfylt.

1— 2cos 22 + cos da ) u(z,7) = Agm + MU?? sinh nr) cos na
n=1
Ap=1/m, A= —2/sinh2w, Ay =1/sinhdr, A, =0 ellers
2 2 1
u(x,y) = W T Shoe cos 2z sinh 2y + ohie cos 4 sinh 4y

/

a) Visetter 21 := z og xa := 2’ og vi far folgende system:

&h\”&.w &.HAOVHH
2o = zet + 19 z9(0) =27
Vi skriver det i vektor-notasjon ved a sette x := ﬁ HH g slik at
2

ziel + 1o

X =f(t,x)  f(t,x) = ﬁ L g X0 = x(0) = ﬁ ) g .

e Vi beregner ett skritt av Eulers metode pa systemet: x; = xo + hf(to,xg). Vi tar
to=0o0g h=0.1, for & fa x(0.1) = x; og vi finner

w1 o]-[8]

Dermed har vi 2(0.1) = 2; = 1.2.
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o Vi beregner ett skritt av forbedret Eulers metode (Heuns metode):

1
NHHXQLTMAHAHATHANV

med
K, = \amAwoqNOV og Ky = \;QTNO + HAHV

Med to =0 og h = 0.1 far vi

2 0.2 1.2 2.3
mﬂwlo.w_wwglﬁo.wu—, Xo‘__vmmul_“m.wgq mﬂwlo.H_HH.wmmopATw.wH—.

og

1 1 0.2 0.23 ~ | 1.2150
X1=1 0 + 2 0.3 + 0.1-1.22¢%! +0.23 T 23446 |
Dette betyr at (0.1) ~ 1.2150.

b) Vi beregner lokal feil for de to metodene: ef := z(0.1) — z¥ og ef' ¥ := 2(0.1) — 21'F

leZ] = |1.2165 — 1.2| = 0.0165 = (0.12)1.65, p=1, CE=1.65

[eFE| = |1.2165 — 1.2150] = 0.0015 = (0.13)1.5 p=2, CFE =15,

approksimasjonen med forbedret Eulers metode er den beste. Man kan forvente dette
siden forbedret Eulers metode har orden 2 mens Eulers metode har orden 1.

a) Newtons metode for 2™ — R = 0 gir fglgende iterasjon:

@ —R

n

Tn+1 = Tn — -
mam !

For den gitte fikspunktligningen er:
(V) =~ e * e~ (e V- VP
dv.sat VR =g(VR), og ¥R er et fikspunkt for ligningen z = g(z).
Vi skal beregne Newtons iterasjon og iterasjonen
R R
Tppr =1— o + TSR
med m =2, R="1T/2 og zy = 2, for & approksimere /\ﬂ\‘w = 1.8708.

Newtons metode:

4-1 15 15 (£)°-1
=92 2 - = ==_287 2 _ 1 .
z1 1 g =3 PR 8708
Fikspunktiterasjonen:
71 71 15 7 8 7 8
=1l—c. "4 - =" my=1——-—+—-— = 18711, x3=1.8708.
ke 31t T g " 22T i

Newtons metode tar et skritt mindre enn fikspunktiterasjonen for a finne 1.8708.
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