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Oppgavesettet har 11 punkter, 1ab, 2, 3ab, 4ab, 5ab, 6ab, som teller likt ved bedømmelsen.

1 a) Laplacetransformerer:
[
sI(s) − i(0)

]
+ 4I(s) + 3 · 1

s
I(s) = V (s), i(0) = 0

(s2 + 4s + 3)I(s) = sV (s) ⇒ I(s) =
s

s2 + 4s + 3
V (s) =

s

(s + 1)(s + 3)
V (s)

V (s) =
6
s

⇒ I(s) =
6

(s + 1)(s + 3)
= 3

[
1

s + 1
− 1

s + 3

]
⇒ i(t) = 3

(
e−t − e−3t

)

b)
v(t) = e−2tu(t − 2) = e−2(t−2)e−4u(t − 2) = f(t − 2)u(t − 2)

V (s) = F (s)e−2s =
1

s + 2
e−4e−2s =

1
s + 2

e−2(s+2)

Alternativ utregning av V (s):

V (s) =
∫ ∞

2
e−2t e−st dt =

∫ ∞

2
e−(s+2)t dt =

[ −1
s + 2

e−(s+2)t

]∞
t=2

=
1

s + 2
e−2(s+2)

I(s) =
s

(s + 1)(s + 3)
V (s) =

s

(s + 1)(s + 2)(s + 3)
· e−2(s+2)

=
[−1/2

s + 1
+

2
s + 2

− 3/2
s + 3

]
e−4 · e−2s = Y (s)e−2s

i(t) = y(t − 2)u(t − 2)

=
[−1

2e−(t−2) + 2e−2(t−2) − 3
2e−3(t−2)

]
e−4u(t − 2)

= −1
2

[
e−t−2 − 4e−2t + 3e−3t+2

]
u(t − 2)

2 Laplacetransformerer ved hjelp av konvolusjonsregelen:

f(t) ∗ eat = sin t ⇒ F (s) · 1
s − a

=
1

s2 + 1

F (s) =
s − a

s2 + 1
=

s

s2 + 1
− a

s2 + 1
⇒ f(t) = cos t − a sin t

Eller, vi kan Laplacetransformere ved hjelp av skiftteorem 1 og integralregelen:∫ ∞

0
f(τ)e−aτ dτ = e−at sin t ⇒ 1

s
F (s + a) =

1
(s + a)2 + 1

F (s + a) =
s

(s + a)2 + 1
⇒ F (s) =

s − a

s2 + 1
⇒ f(t) = cos t − a sin t
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3 a)

–1

1

− π π 2π− 2π

b2 =
2
π

∫ π

0
f(x) sin 2x dx =

2
π

∫ π/2

0
sin 2x sin 2x dx =

1
π

∫ π/2

0
(1 − cos 4x) dx =

1
2

For n 6= 2 er

bn = 0 for n = 2m og bn = − 4
π

(−1)m

(2m − 1)(2m + 3)
for n = 2m + 1

siden sin(2m · π/2) = 0 og sin[(2m + 1)π/2] = sin(mπ + π/2) = cos mπ = (−1)m.

Fourierrekka til f(x) er en sinusrekke, og f(x) er kontinuerlig for alle x. Alts̊a har vi

f(x) =
1
2

sin 2x − 4
π

∞∑
n=1
n 6=2

sin(nπ/2)
(n − 2)(n + 2)

sinnx

=
1
2

sin 2x − 4
π

∞∑
m=0

(−1)m

(2m − 1)(2m + 3)
sin(2m + 1)x for alle x.

b) For x = π/2 er f(x) = 0 og sin(2m + 1)x = (−1)m. Det gir

0 = f
(π

2

)
=

1
2

sin π − 4
π

∞∑
m=0

(−1)m(−1)m

(2m − 1)(2m + 3)
= − 4

π

∞∑
m=0

1
(2m − 1)(2m + 3)

∞∑
m=0

1
(2m − 1)(2m + 3)

=
1

(−1) · 3 +
1

1 · 5 +
1

3 · 7 +
1

5 · 9 + · · · = 0.

For å finne summen av den andre rekka, kan vi bruke Parsevals identitet:

1
4

+
16
π2

∞∑
m=0

[
(−1)m

(2m − 1)(2m + 3)

]2

=
1
π

∫ π

−π
f(x)2 dx =

2
π

∫ π/2

0
sin2 2x dx =

1
2

∞∑
m=0

1
(2m − 1)2(2m + 3)2

=
(1

2
− 1

4

)/16
π2

=
π2

64

4 a) Setter inn u(x, y) = F (x)G(y) i (i) og bruker randbetingelsene (ii).

F ′′G + FG′′ = 0 ⇒ F ′′

F
= −G′′

G
= k (konstant)

(I) F ′′ − kF = 0, F ′(0)
(ii)
= 0, F ′(π)

(ii)
= 0, (II) G′′ + kG = 0, G(0)

(ii)
= 0

Bestemmer først F (x) fra (I) og deretter G(y) fra (II).
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(I)
F

′′−
k
F

=
0,

k
vilk̊arlig

konstant,
F

′(0)
=

0,
F

′(π)
=

0

k
>

0,
k

=
µ

2
:

F
(x)

=
A

e
µ
x

+
B

e −
µ
x,

F
′(x)

=
µ
A

e
µ
x−

µ
B

e −
µ
x

F
′(0)

=
F

′(π)
=

0⇒
A

=
B

=
0,

F
(x)

=
0

k
=

0
:

F
(x)

=
A

x
+

B
,

F
′(x)

=
A

F
′(0)

=
F

′(π)
=

0⇒
A

=
0,

F
0 (x)

=
1

(B
=

1)
k

<
0,

k
=

−
p
2

:
F

(x)
=

A
cos

p
x

+
B

sin
p
x
,

F
′(x)

=
−

p
A

sin
p
x

+
p
B

cos
p
x

F
′(0)

=
0⇒

B
=

0,
F

′(π)
=

0,
B

=
0,

A
6=

0
⇒

sin
p
π

=
0

p
=

n
=

1,2,3,...
,

F
n (x)

=
cos

n
x

(A
=

1)

(II)
G

′′+
k
G

=
0,

k
=

0
og

k
=

−
n

2,
G

(0)
=

0

k
=

0
:

G
(y)

=
A

y
+

B
,

G
(0)

=
0⇒

B
=

0,
G

0 (y)
=

A
0 y

k
=

−
n

2
:

G
(y)

=
A

′e
n
y

+
B

′e −
n
y,

G
(0)

=
0⇒

B
′=

−
A

′

G
n (y)

=
A

′n (e
n
y−

e −
n
y)

=
A

n
sinh

n
y

(A
n

=
2A

′n )

L
øsningene

av
(i)

p̊a
form

en
u(x

,y)
=

F
(x)G

(y)
som

oppfyller
(ii):

u
0 (x

,y)
=

F
0 (x)G

0 (y)
=

A
0 y

og
u

n (x
,y)

=
F

n (x)G
n (y)

=
A

n
cos

n
x

sinh
n
y

b
)

For
å

finne
en

løsning
av

(i)
som

,i
tillegg

til
(ii),

ogs̊a
oppfyller

(iii),
setter

vi

u(x
,y)

=
∞∑n
=

0

u
n (x

,y)
=

A
0 y

+
∞∑n
=

1

A
n

cos
n
x

sinh
n
y

og
bestem

m
er

A
0 ,

A
1 ,

A
2 ,

...
slik

at
(iii)

blir
oppfylt.

1−
2
cos2x

+
cos4x

(iii)
=

u(x
,π)

=
A

0 π
+

∞∑n
=

1 (A
n

sinh
n
π )

cos
n
x

A
0

=
1/π

,
A

2
=

−
2/

sinh
2π

,
A

4
=

1/
sinh

4π
,

A
n

=
0

ellers

u(x
,y)

=
yπ
−

2
sinh

2π
cos2x

sinh
2y

+
1

sinh
4π

cos4x
sinh

4y

5
a)

V
i
setter

x
1

:=
x

og
x

2
:=

x ′og
vif̊ar

følgende
system

:
{

x
1 ′=

x
2

x
2 ′=

x
21 e

t+
x

2

x
1 (0)

=
1

x
2 (0)

=
2

.

V
i
skriver

det
i
vektor-notasjon

ved
å

sette
x

:= [
x

1

x
2 ]

slik
at

x ′=
f(t,x)

f(t,x)
:= [

x
2

x
21 e

t+
x

2 ]
x

0
:=

x(0)
= [

12 ]
.

•
V

i
beregner

ett
skritt

av
E

ulers
m

etode
p̊a

system
et:

x
1

=
x

0
+

hf(t0 ,x
0 ).

V
i
tar

t0
=

0
og

h
=

0.1,
for

å
f̊a

x(0.1)≈
x

1
og

vifinner

x
1

= [
12 ]

+
0.1 [

2
e
0
+

2 ]
= [

1.2
2.3 ]

.

D
erm

ed
har

vi
x(0.1)≈

x
1

=
1.2.
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•
V

i
beregner

ett
skritt

av
forbedret

E
ulers

m
etode

(H
euns

m
etode):

x
1

=
x

0
+

12
(K

1
+

K
2 )

m
ed

K
1

=
hf(t0 ,x

0 )
og

K
2

:=
hf(t1 ,x

0
+

K
1 ).

M
ed

t0
=

0
og

h
=

0.1
f̊ar

vi

K
1

=
0.1 [

23 ]
= [

0.2
0.3 ]

,
x

0
+

K
1

= [
1.2
2.3 ]

,
K

2
=

0.1 [
2.3

1.2
2e

0
.1

+
2.3 ]

.

og

x
1

= [
12 ]

+
12 ([

0.2
0.3 ]

+ [
0.23

0.1·1.2
2e

0
.1

+
0.23 ])

= [
1.2150
2.3446 ]

.

D
ette

betyr
at

x(0.1)≈
1.2150.

b
)

V
iberegner

lokalfeilfor
de

to
m

etodene:
e
E1

:=
x(0.1)−

x
E1

og
e
F

E
1

:=
x(0.1)−

x
F

E
1

|e
E1 |=

|1.2165−
1.2|=

0.0165
=

(0.1
2)1.65,

p
=

1,
C

E
=

1.65

|e
F

E
1

|=
|1.2165−

1.2150|=
0.0015

=
(0.1

3)1.5
p

=
2,

C
F

E
=

1.5,

approksim
asjonen

m
ed

forbedret
E

ulers
m

etode
er

den
beste.

M
an

kan
forvente

dette
siden

forbedret
E

ulers
m

etode
har

orden
2

m
ens

E
ulers

m
etode

har
orden

1.

5
a)

N
ew

tons
m

etode
for

x
m
−

R
=

0
gir

følgende
iterasjon:

x
n
+

1
=

x
n −

x
mn
−

R

m
x

m
−

1
n

.

For
den

gitte
fikspunktligningen

er:

g(
m √

R
)
=

1−
R

(
m √

R
)
m

+
R

(
m √

R
)
m
−

1
=

R

(
m √

R
)
m

m √
R

=
m √

R
,

d.v.s
at

m √
R

=
g(

m √
R

),
og

m √
R

er
et

fikspunkt
for

ligningen
x

=
g(x).

V
i
skal

beregne
N

ew
tons

iterasjon
og

iterasjonen

x
n
+

1
=

1−
Rx
mn

+
R

x
m
−

1
n

,

m
ed

m
=

2,
R

=
7/2

og
x

0
=

2,
for

å
approksim

ere √
7/2

=
1.8708.

N
ew

tons
m

etode:x
1

=
2−

4−
72

4
=

158
,

x
2

=
158

−
(
1
58
)
2−

72

2·
1
58

=
1.8708.

F
ikspunktiterasjonen:

x
1

=
1−

72 · 14
+

72 ·
12

=
158

,
x

2
=

1−
72 ·

8
2

15
2

+
72 ·

815
=

1.8711,
x

3
=

1.8708.

N
ew

tons
m

etode
tar

et
skritt

m
indre

enn
fikspunktiterasjonen

for
å

finne
1.8708.
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