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Lgsningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2ab, 3ab, 4, 5, 6 og 7ab som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Funksjonen f(¢) kan uttrykkes ved hjelp av Heavisidefunksjonen (stepfunksjonen) u(t)
som

F) = (t = 1)%u(t —1).
Av transformasjonsregelen L{h(t — a)u(t — a)} = H(s)e™ far vi, siden L{t?} = 2/s3,

2 —S
F(s) = L

Fra regelen om den Laplacetransformerte til et integral, £{ f(: f(r)dr} = (1/s)F(s), finner
vi at den Laplacetransformerte til g(¢) er

b) Vi setter X1 = L{x1} og Xo = L{z2}. Den Laplacetransformerte av differensiallig-
ningssystemet blir det linesere systemet

sXq +X2:F(S) sXq +X2:F(S)
VS.
X1 — (sX2— 1) =G(s) X1 —sXo=G(s) - 1.
Vi kan lgse ligningssystemet f.cks. ved a gange den andre ligningen med s og trekke den
fra den forste. Det gir Xo + 52Xy = F(s) — sG(s) + s = s (siden sG(s) = F(s)) og dermed

s
5241

For X7 far vi

1 2 .1
X125X2+G(8)71:G(s)7m28—4@ ey

X9 =

Siden £71(2/s*) = ¢3/3 far vi ved invers Laplacetransformasjon at

T = %(t —1)%u(t — 1) —sint

x9 = cost.

a) Grafen til den odde, henholdsvis jevne, 2m-periodiske utvidelsen av f:
y y
1

Koeffisientene i sinusrekka er gitt ved formelen

2 us
b, = 7/ f(z)sinnz dz.
T Jo

Vi benytter delvis integrasjon og far

bn=z/ (1—£)sinnmdm=z[— (1—3) cosnw]ﬂ_z/ lcosnxdle.
T Jo 7T m m n lo 7wy ™ n nm
| S —

Sinusrekka til f er Fourierrekka til g. Altsa er 0

n=1

Nar & = 31m/2 har vi, fordi g er odde og periodisk med periode 27, at summen av rek

er

25 SR _ g(a6m —m/2) = g-/2) = —glm/2) = L2 1= -1

n=1
b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) tilfredsstiller () og (+x), ma vi ha
F'=kF, G =kP*G og F(0)=F(r)=0.
Fra Kreyszig 11.5 vet vi at alle ikketrivielle lgsninger for F(z) blir F,,(z) = B} sinna -

k=-n?dern=1,2,3,... og B er konstant. For G(t) far vi G, (t) = Cpe™ ¢t der
er konstant, og altsa

up(z,t) = Fo(2)Gp(t) = Bne’"%%sinn,r, n=1,2,3,... (B, = B:C

Siden (%) er linezer og homogen, er summen u(z,t) = Y o, up(z,t) ogsé en lgsning,
den oppfyller (sx). Vi setter folgelig u(x,t) =Y o, Bye""t sin nx og bestemmer koe
sientene B, slik at initialbetingelsen blir oppfylt.

Vi skal ha 1 — z/7 = u(z,0) = Y.0°; Bysinna for 0 < = < 7. Fra punkt a) far
B, =2/(nm) og folgelig

(1) 2 i 1 22 .
u(z,t)=—=> —e sinnz.
Tin
a) For de Fouriertransformerte far vi
fA( ) 1 /1 iwa 1 [787“”} ! —e W 4 et 2iginw 2 sinu
W) = —— e = —— - = = — s
V2m ) V2m w 1 iw\/2m w2 T w
1 "0 . 1 o~ (1Hiw)z | 1 1 1 1—4
Glw) = —— / iy gy L jze T L _ L1z
V2r Jo Ver | LHiw | fon 1+ iw om 1+ w2

T, —iwx

(Vi brukte at lim, . e~ (Hiw)z — Jim e~ e = lim, 0o e~ *(cos wx — sinwzx) =

b) Vi har F{h(z)} = F{(f * 9)(x)} = v27 f(w)g(w) ifolge konvolusjonsregelen. Sid
h(z) er kontinuerlig, far vi ved hjelp av formelen for invers Fouriertransformert at

W) = FUV2r f5) = \/%—ﬂ / " Var fluglw)e du = 1 / T _(1+)w;1)e“d

J —o0

Setter vi z = 0, far vi

1 /°° (1 —iw)sinw

. w(l + w?)

00 1 1
dw=10) = [~ fC-powrar= [ 19@)@:/{) ePdp=1-c

—oo
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Det sgkte integralet er realdelen av integralet pa venstresiden. Siden hgyresiden er reell, Eksakt lgsning:
far vi ,
. Yy ’ 3.2
1 [  sinw o0 ) Y =3zy=L=32x=(Iny) =3z =>Iny=32>+C,
7/ sinw Ll dvs. / sinw dw = 7(1— e D). Yy Y " (Iny) y=3
™ w(l + w?) w(l + w?)

y(0)=1=C =0= y(a) =772
La W (z, s) veere den Laplacetransformerte til w(x,t). Det vil si W (z, s) = [ e™w(x, t)dt.

0 Nar 2 = 0.3 har vi %12 = 0.135 og e¥13% = 1.1445.... Feilen er =~ 0.0095. Den sam:
Dersom vi transformerer hele ligningen far vi en ordinger homogen forste ordens differen- feilen far vi ved z = —0.3.
sialligning i  med s som parameter:
o) a)
z,s y =90
77+2"’W",':O. . o
Jdx zsW (@, s) Differanseligninger: ; /
Den generelle lgsningen av denne ligningen er dugy —  ugs — um - 30 ‘ . . ‘
W(x,s) = F(s)e_zzs. —uy1 + 4ugs — U9 = 150 u=00T : Tu=60
Vi finner w(z,t) ved a bruke den inverse Laplacetransformasjonen. Fra tabellen (2. skifte- ~tn +duz — up = 30 wesol LPuo P g
teorem) far vi —u12 — Uz +4uz = 150.
w(z, t) = f(t — xH)u(t — 22).

Randbetingelsen er tilfredsstilt nar f(¢) = t, og altsa er

0 for 0 <t < 22 b) Jacobis metode pa systemet i a) med startverdier 71( ) = 0 for i, =1,2:

w(z, t) = (t — 2%)u(t — %) = {

t—a? forz? <t
1y 1 0 0 15
ugl =7 (30+u( ) 4 ugl)) =5
Ved a bruke formelen for Gauss-Seidels metode far vi “12 = 41_1 (150 + uﬁ) + ug;)) 725
o_ 1 o0 4O _ 1 1
ot = g5 (o +d +1)710 uf) 71(30+u§?)+1¢§?)7 z
NONES: (o) a4 1) = e r_u w_1 © 0
2 T30 "3 300 30 300 uf =5 (150 + uff + ufy )
lmji( (1>+2I<>):,L+ 2 8 1
3 20 2 200 ' 6000 6000 750"

@ Den generelle formelen for Heuns metode er

Yri1 =Un FRF(@nn)s  Yntl = Yn + 5h [F (@0 yn) + F(@nt1,¥001)] -
Her er y' = 3zy, > 0 og y(0) = 1 slik at f(z,y) = 3zy, ©0 =0, yo = y(0) = 1.
Med h = 0.3 far vi
r = 0.3
yr=1
y1=1+0.5-03-3-0.3=1.135.
Néar vi betrakter problemet y' = 3zy, < 0 har vi h = —0.3, 29 = 0, yo = 1 og vi far
T = —-0.3
yr=1
y1=1-05-0.3-3-(~0.3) = 1.135.
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