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Oppgave 1 Ved bruk av Laplacetransformasjonen svarer differensialligningen med initi-
albetingelsene til den linesre ligningen

s2Y 4+ 4sY +4Y = F(s)
som gir

_ F(s)
T (s+2)

Y(s)

Ved hjelp av enhets trappefunksjonen kan vi skrive

f(t) = 5sint — 5sin(l — 27 )u(t — 27)
og dermed blir

g — 5 e 9 a—2NE — 5 (1 _ o—2ms
F(s) S+1 241 i )
Setter vi Y(s) = G(s)(1 — e~27*), ser vi at
5 13-4s 1 4 1
= (2+1)(s+2)? 5(s2+1) & 5(s+2) 2 (s+2)2

Inverse Laplacetransformasjon gir

3 4 4. ,
g(t) = =sint — —cost + -~ + te™*
b 9 ]

0g

y(t) = g(t) — g(t — 2m)u(t — 27),
slik at

y(2m) = g(27) — g(0) = (2ﬁ
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Oppgave 2 Setter vi u = FG inn i ligning (1) far vi 1*G'F = F"C og siden vi ikke er

BG'F F'G B¢ F K

—— = ——- S0 gir 0ss at —— = — = konstant.
FG ~ FG MBI ‘

interessert i den trivielle lpsningen far vi
G F
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For a fa oppfylt randkravene (2) ma vi ha at konstanten kun kan ta verdiene —n?® for n =
1.2,..., og dermed far vi ligningene

FH 2

—=-n" forn=12...

2 .

For verdien —n? blir lpsningen F,(x) = sinnz opp til multiplikasjon med en vilkarlig konstant
som vi tar inn i lesningen av den andre ligningen, nemlig

e - G St
= —n~ som kan skrives pa formen =—-n"—.
G P G B

Integrasjon gir oss losningene
|i?
Gn(t) = Bpex®  for en vilkarlig konstant B3,,.
Superposisjonsprinsippet forteller oss at den generelle losningen av (1) som tilfredstiller rand-

kravene (2), kan skrives som Fourierrekke

oo
2
"
u(x,l) = E B, ex® sinnx.

n=1

Setter vi sa inn initialkravet u(z, 1) = 4 sin z+sin 4z gir dette at alle B,-ene forsvinner bortsett
1 . .
fra at Bie? =4 og By e® = 1. Losningen blir

el _ 5 af 1 .
u(x,t) = de?'@ Vsinx + 7V sinda.

Oppgave 3

a) Visetter U(w, 1) = Flu)(w,t) = 7;—: I e ™ u(a, t)d.

Fouriertransformerer vi ligningen blir den transformerte
Uy=-wlU-U=—(w?+1)U.
Dette er en forste ordens ordinger differensialligning, og den generelle lesningen er
Ulw, i) = A(w)e~ @+t

Ved & sette inn for { = 0 ser vi at A{w) = U(w,0).

b) Initialbetingelsen gir U/{w,0) = F (-"_%r!)(‘!!!} =e 3" Fra punkt a) far vi derfor at

Ulw,t)=e¢ -ju? o= (w1t _ ot (t+E)e?

Den inverse Fouriertransformen gir oss

rf(’%"]
u(z,t) = ——

V2L+1
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Oppgave 4 Vi bruker polynominterpolasjon. Funksjonen I(T') kan tilnzermes med Lagrange-
polynomet

(T — 10)(T — 15)(T — 20) (T — 5)(T — 15)(T — 20)

D)~ palT) = 128 e e s 5=20) * B0 -s)0-15)10-20)
_ (T - 5)(T — 10)(T - 20) _ (T = 5)(T = 10)(T — 15)
T B 10)15—20) T 120 = 5)(20 = 10)(20 - 15)
og
42 112 168

4
D(13) & ps(13) = —12.8= + 113302 + 1015000 _ 9,170 = 10.59.
250 750

750 250

Sa D(13°C) ~ 10.59 mg/1.

Oppgave 5 Simpsons metode med h = 0.25 gir

0.25

S= T(e.2 + 4e%% 4+ 2% + 4e®® 4 ) = 23.612505

Ovre grense for feilen er gitt ved

(b— a)®
180n1

| =8| £ M,
medb=2a=1,n=4og
- W — ol 23] _ 1.4
M= ]nglf%:zu (x)] = 1125.'5’(2'2 | = 16e
far vi

16e*

.
I =5l < 180 - 44

= ().01895.

Simpsons metode med h = 0.5 oppagis til & gi tilnzermelsen § = 23.721559. En tilnaermelse til
feilen i S er gitt ved

1 o =
I-S=—=(8-8)=-727-107%
15
(Til sammenligning, selv om dette ikke er en del av oppgaven, er feilen I — S = —7.95.1073.)
Oppgave 6 Vi bruker folgende approksimasjoner til de deriverte i henholdsvis { — og x—

retningen:
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vl ) e u(xi, t; + k) — u(wx;, t;)

I
u(x; + ht;) — 2u(x;, t;) + w(x; — bt
!!r‘l.'{‘l',.fj} - { i j} (; _r) (; J]
h? u=0
Sett dette inn i differenesialligningen, og la i : _
g, &= U5 1 hvert gitterpunkt, og vi fa dif- 1 9 | e e
feranseligninen !
H —0
Wijpl — Uij  Uiglj — 205 + Wi j 0 u=cos(mx/2) (&
= = + x;
k h?

Los dette med hensyn pa u; ;1. sett inn rand- og startbetingelser, og vi far folgende eksplisitte
metode:

Laujg=1—-2,i=0,1,--- ,N, med N =1/h.

forj=0,1,2,3
;‘.
H!'ij] = 'U,"J' + }—2(1,!,'_'_]‘1' — 2'“','__" + ui—l.j} + k.l,',', i=1,.---,N-1
1
tgje1 =1, unj+1 =1
end

Med h = 0.25 og k = 0.01 far vi at k/h* = 0.16. Startbetingelsen gir
ugg = 1.0, 130 = 09239, w9 = 0.7071, 1wz = 0.3827, wuyp = 0.0,
slik at

u(0.25,0.01) & uyy = 0.9239 + 0.16(1.0 — 2 - 0.9239 + 0.7071) + +0.01 - 0.25 = 0.9039
u(0.5,0.01) = 1y = 0.7071 + 0.16(0.9239 — 2 - 0.7071 + 0.3827) + 0.01 - 0.5 = 0.6949
u(0.75,0.01) & ugy = 0.3827 + 0.16(0.7071 — 2- 0.3827 + 0) + 0.01- 0.75 = 0.3809.




